L'ANNEAU DE COHOMOLOGIE DE TOUTES LES 
VARIÉTÉS DE SEIFERT 



A. BAUVAL, C. HAYAT 

. . Abstract. 

04 ■ The cohomology ring with coefficients in Zp, where p is a prime 

integer, of a Seifert manifold M , orientable or not orientable is ob- 
tained from a simplicial décomposition of M . Many choices must 
be made before applying Alexander-Whitney formula to get the cup- 
'"^ ■ products. The most difficult choices are those of liftings from the 

I ' cellular complex to the simplicial complex when we add the condi- 

_ , tion to be cocvcles. 
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L'anneau de cohomologie à coefficients dans ïp, où p est un 
nombre premier, d'une variété de Seifert M, orientable ou non- 
. orientable est obtenu à partir d'une décomposition simpliciale de 

■ M . Plusieurs choix sont à faire avant d'appliquer la formule d'Alexander- 

(-Î . Whitney qui permet d'obtenir les cup-produits. Les choix les plus 

délicats sont ceux de relevés du complexe cellulaire dans le complexe 
simpliciale auxquels on impose d'être des cocyles simpliciaux. 
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1. Introduction, Notations 



^ . 1.1. Inroduction. Dans cet article, on détermine l'anneau de coho- 

mologie à valeurs dans Zp, oii p est un entier premier, pour toutes les 
O ! variétés de Seifert orientables ou non en utilisant un point de vue sim- 

^ ■ plicial qui, bien que long et très combinatoire, se montre très efficace. 

L'anneau de cohomologie des variétés de Seifert orientables a déjà été 
étudié dans plusieurs articles [2], |3], mais pas celui des variétés de 
X : Seifert non-orientables. Notre attention pour le calcul des cup-produits 

■ a été attirée par les études portant sur une extension du Théorème de 

Borsuk-Ulam pour les variétés de dimension 3 [5]. En effet si r est une 
involution sur une telle variété M, alors toute application continue / de 
M dans admet un point a; G M tel que f{T{x)) = x si et seulement 
si la puissance trois pour le cup-produit de la classe de cohomologie à 
coefficients dans Z2 associée à r est non nulle. 

Décrivons les étapes de la méthode que nous avons choisie. 
Nous commençons par construire une décomposition cellulaire de la 
variété M, Section m en précisant 14. Il les mots qui permettent de paver 
les 2-cellules, bords du voisinage tubulaire des fibres singulières et de 
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la dernière 3-sphère. Le complexe cellulaire {C^)ceii ainsi obtenu est 
subdivisé en un complexe simplicial (C*)^^™^- 

Notons T: (C*)ce«i — {C^)simp le morphisme associé à cette subdi- 
vision, et T* : C*j^p — î- C*^ii le morphisme transposé Sous-section O 
Nous choisissons, pour chaque générateur ^ des cochaînes cellulaires, 
un relevé -R(0 de T*(^) dans les cochaînes simpliciales. Ce choix est fait 
de telle façon que R{^) soit un cocycle et pas seulement une cochaîne. 
Section [61 

Le cup-produit de deux cochaînes simpliciales est calculé par la 
formule d'Alexander-Whitney. Pour les cup-produits d'éléments de 
H^^H^, on décrit un calcul qui permet d'éviter l'évaluation sur les 
(nombreux !) 2-simplexes, Sous-sections 17.11 17.21 et [STTl Pour les cup- 
produits d'éléments de H^^H"^, on applique la formule d'Alexander- 
Whitney de façon plus classique puis le quasi- isomorphisme T*, Sous- 
sections 17.31 et 18. 2[ 



Le plan de cet article est comme suit. Après cette section d'intro- 
duction, de notations sur les varétés de Seifert et de quelques invariants 
associés, la section [2] décrit une décomposition cellulaire d'une variété 
de Seifert quelconque M et donne une présentation des groupes de co- 
homologie H* {M, Zp). Dans la section [31 le théorème principal présente 
tous les cup-produits sous forme de tableaux. La preuve de ces résultats 
constitue le reste de l'article. Dans les sections et sous-sections [H [5l 
[6l sont décrits les choix faits pour une décomposition simpliciale, le 
quasi- isomorphisme T, et les relevés des cocycles cellulaires en cocycles 
simpliciaux. 

Dans la section [3, on apphque, via la formule d'Alexander-Whitney, 
tous ces choix pour le calcul des cup-produits lorsque les coefficients de 
la cohomologie sont égaux à 2, et dans la section [H] lorsque les coeffi- 
cients de la cohomologie sont égaux à un entier p premier, p > 2. 

La section [91 est faite de figures symbolisant les décompositions cel- 
lulaires et simpliciales. 



1.2. Notations. En suivant les notations d'Orlik [T2], [13], [TU], une 

variété de Seifert M est décrite par une liste d'invariants de Seifert 

{e;{e,g);{ai,bi),...,{am,bm)}. 

Ici e est un entier, le type G sera décrit plus bas, g est le genre de 
la surface de base (l'espace des orbites obtenues en identifiant chaque 
fibre S*^ de M à un point), et pour chaque k, les entiers ak,bk sont 
premiers entre eux avec 7^ (si bk = alors = ±1). 

Comme Orlik dans [ID], p. 74 ( et aussi pour d'autres auteurs), nous 
introduisons une fibre supplémentaire, non-exceptionnelle Oq = l,&o = 
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e et utilisons la présentation suivante du groupe fondamental de M : 

[qk^h] and 0</c<m' 
VjhvJ^h~^\ l < j < g' 

Ço ■ ■ ■ QmV 

où les générateurs et g',V sont décrits ci-dessous. 

• Le type G de M est égal à: 

01 si la surface de base et l'espace total sont orientables (forcément 
tous les Sj sont égaux à 1); 

02 si la surface de base est orientable et l'espace total non- 
orientable, alors g > 1 (forcément tous les Ej sont égaux à 

-1); 

ni si la surface de base et l'espace total sont non-orientables 
alors 5f > 1 et de plus tous les Sj sont égaux à 1; 

n2 si la surface de base est non-orientable (alors g' > 1) et 
l'espace total est orientable (forcément tous les Sj sont 

égaux à —1); 

77,3 si la surface de base et l'espace total sont non-orientables 
avec de plus, tous les Ej égaux à —1 sauf ei — 1, et g > 2; 

n4 si la surface de base et l'espace total sont non-orientables 
avec de plus, tous les ej égaux à —1 sauf £1 = £2 = 1, et 
g>3. 

• L' orient abilité de la surface de base et le genre g déterminent le 
nombre g' de générateurs vj et le mot V dans la longue relation 
de 7ri(M) de la façon suivante: 

— quand la surface de base est orientable, i.e. & — Oi, g' — 2g 

etV = [Vi,V2] . . . [v2g-l,V2g]; 

— quand la surface de base est non-orientable, i.e. & — rii, 

g' = g etV ^vf...V^g. 

• Le générateur h correspond à la fibre générique régulière. 

• Les générateurs qk pour < k < m correspondent aux (possi- 
bles) fibres exceptionnelles. 

Dans ce papier nous utiliserons les notations suivantes. 

Notations 1. Soit M une variété de Seifert décrite par une liste 
d'invariants de Seifert 

{e; (e, g); {ai,bi), . . . , (am,bm)}, 
et soit p un entier premier. 

• Notons a le plus petit commum multiple des a^, alors 

m 

c = ^hk{a/ak). 

k=0 

• Le nombre de Ofe divisibles par p sera noté n. 

— Quand n — 0, on suppose que bk est divisible par p si et 
seulement si < k < r; 
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— quand n > 0, on suppose que a^, est divisible par p si et 
seulement si < k < n, les indices k sont réordonnés par 
p-valuation décroissante Ppi^ak). 

• On distingue trois cas: 

— Cas 1, n = et c est divisible par p; 

— Cas 2, n = et c n'est pas divisible par p; 

— Cas 3, n> 0. 

• Le symbole * est égal à 4g pour G = Oj, et à 2g pour & = rii. 

2. Les groupes de cohomologie 

2.1. Le complexe cellulaire. La variété de Seifert M admet une 
décomposition cellulaire en cellules de dimension de à 3 qui est décrite 
ci-dessous. Voir Figures 2, 3, 4, 5, Section IH]: 

• une 0- cellule a; 

• des 1-cellules (d'origine et d'extrémité l'unique 0-cellule) tj,qk,h; 

• des 2-cellules : 

- ô de "bord": 

n[^2i-i, hi] n Qk pour les Types Ou H II Poni les Types 

rii] 

- pk tores de bords [h^qt]] 

- Pj tores si Sj = 1 ou bouteilles de Klein si = — 1, de bords 
htjh-^H-^- 

- yUfc disques de bords Wa^^b^ilk^ h), qui est un mot en g^, h com- 
portant ttfc fois la lettre qk et ht fois la lettre h, mais dans un 
ordre très particulier qui sera précisé plus loin (Sous-section 

• des 3-cellules : 

- e dont le bord est pavé par deux exemplaires de 5 et de chaque 
Pj et un exemplaire de chaque pk, 

- (k dont le bord est pavé par deux exemplaires de pk et un ex- 
emplaire de Pk- Ce pavage, assez délicat, est lié à une propriété 
essentielle du mot Waf.,bk{Qk, h), donc sera expliqué plus loin. 

2.2. Groupes et générateurs de H*(M,Zp). On note x le dual de 
X. Sauf précision, les indices j sont des entiers vérifiant l < j < g' et 
sont absents si g = 0. 

Théorème 2. Pour p = 2. 

Les groupes de cohomologie à coeffcients dans Z2 sont : 

• H%M,Z2) = Z2 et H^iM,Z2) = Z^{-i}. 

H^{M, Z2) et H'^{M, Z2) dépendent des Cas 1,2,3 et non des Types : 
- Cas 1 
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• H\M,Z2) = = Z2{9j,l < j < g'; a} où 9j = [ij] et 
o:=[h -Y^htOf^^qk]] 

• H'^{M, Z2) = = Z2{ipj,l < j < g'; 13} où ipj = [%] et 
13^ [S]. 

- Cas 2 

• H\M, Z2) = Zf' = Z2{ej} où Oj = [îj\; 

• H\M, Z2) = Zf' = l2{^Pj} où ipj = [ùj]. 

- Cas 3 

• H\M, Z2) = Zf'+"~^ = Z2{^j; ak,0 < k <n-l} où Oj = [îj] 
et au = [qk - Ço] Pour < k; 

• H\M,'L2) = = Z2{(/?,;^fc} où = [î>,] = [/i^] 
pour < k. 

Pour p > 2. 

Les groupes de cohomologie à coefficients dans Zp sont : 

• H^{M,Zp) = Zp, et H^{M,Zp) = Zp{j} pour oi et n2 tandis 
que H^{M,Zp) = pour 02, ni, 713,714. 

H^{M,Zp) et H'^{M,Zp) dépendent des Cas 1,2,3 et du Type : 
Type oi Les résultats sont les mêmes que lorsque p — 2 avec g' — 2g 
éventuellement nul. 
Type 02 

- Cas 1,2 

• H\M, Zp) = Z^s = Zp{ej} où Oj = [% 

• H\M,Zp) = Z^s-i = Zp{ipj-p} où ipj = [ÙJ + i-iyh] pour 
j>2et^^[ô]. 

- Cas 3 

• H\M, Zp) = Z2s+"-i = Zp{^,-; Œk} où Oj = [tj] et ak = 

pour < k ; 

• H\M,Zp) = Z2f+"-i = Zp{ipj;Pk} oùipj = [Ùj + i-iyh] pour 
j >2 et I3k = [fik] ■ 

Type ui 

- Cas 1,2 

• H^{M,Zp) = Z^ = Zp{ej;a} où Oj = [tj - h] pour j > l et 

a = l^ii + h — 'Y bkO'k^Qk], lo> constante c étant égale à dans 

le Cas 1 ; 

• = Z^~^ = Zp{ipj} où ipj = [ùj — ùi] pour j > 1. 

- Cas 3 

• H\M, Zp) = Z^+"-^ = ZpiOj] ak} où 9j = [tj - h] pour j >1 
et Œk = [qk - Itg] ; 

• H\M, Zp) = Zf = Zp{(ff, pk] où (fj = [ÙJ - ùi] pour j > 1 

Pk — [p>k] pour < k. 
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Type «2 

- Cas 1,2,3 

m H^{M, Zp) = = Zp{ej,j > 1; ak} où dj = [tj - h] pour 

j >1 etak^ [qk - / 

• H'^{M,Zp) = Z^+s-i = Zp{ipj;pk} où (fj = [ùj] pour j > 1 et 

Type ng 

- Cas 1,2,3 

• H^{M,Zp) a les mêmes générateurs que pour le Type n2\ 

m H\M,Zp) = = Zpi^jiPk} où = [ùj] pour j > 2 et 

Pk = [i^k]- 

Type n4 

- Cas 1,2,3 

• H^{M, Zp) a les mêmes générateurs que pour le Type n2] 

• H\M, Zp) = _ ^^1^^. ^.^^ ^ 3. _ _ p^]^ 

= [%] pour j > 3 et /3k = [fik] ■ 

Les quatre lemmes suivants constituent la preuve de ce théorème. Ils 
détaillent les bords des chaînes, les bords des cochaînes et les expres- 
sions de et if^ pour un p premier quelconque. 

De la décomposition cellulaire (et des figures qui la précisent), on 
déduit la description suivante des bords des chaînes : 

Lemme 3. Bord des chaînes cellulaires 

da = 0, dtj = dqk = dh = 0, dpk = 0, 

dS = J2qk pour 0,, dô = 2J2tj + Y^qk pour n.,, 

duj = lorsque ej = 1, duj = 2h lorsque ej = —1, 

<9/ife = Okqk + hkh, 

de ^Y.Pk pour oi, de ^ Ypk + 2Y{-iyi'j pour 02, de ^ Y.pk + 
'^J2ej=i'^j pour ni, 
dCk = -Pk- 

Par dualité, on obtient les bords des cochaînes. 

Lemme 4. Bord des cochaînes cellulaires 

dà = 0, 9(5 = djlk = 0, dê — d(k — 0, 

dtj = pour Oi, dtj — 2Ô pour Ui, 

dqk = 5 + akfik, 

dh = Y, hfi'k + 2 Y,ej=-i 

dùj — pour 01,712, et pour ni,n^,ni lorsque Sj — —1, 

dùj — 2{—iyê pour 02, dùj — 2ê pour 711,713,^4 lorsque Ej — 1, 

dpk^ê- Ck- 



Quel que soit l'anneau de coefficients A, = A est engendré par 
1 := [(t]. Le groupe est égal à A pour oi et 77,2, et à A/2 A pour 
02,ni,n3,n4. Il est engendré par 7 := [ê] = [(k]- 

Lemme 5. Présentation du groupe H^{M,Zp) 

1) Quelque soit Vanneau de coefficients A, on a 

= {xh + Ujij + ^ ZkQk I X, Uj, Zk G A, (*)} où la condition (*) de 
cocycle est 

VA;, akZk + bkX = 0, 

avec en plus, pour rii, Yli'^k = ^ pour Oi, ^ = ~2 ^ yj ; et pour 
02,n2,n3,n4, 2x = 0. 

2) Si l'anneau A = TL, ou Zp avec p premier > 2, ceci se simplifie en: 
pour 02, = A^3 X [Y^ ZkQk \ Zk e A, \/k, akZk = 0, X] -Zfc = 0} ; 
pourn2,n3,ni, = {Y, Vjij+Y ^kQk \ Vj, Zk G A, V/c, akZk = 0, 2 % + 

3) Si l'anneau A = TL^, ceci se simplifie pour tous les Types en 

= {xh + Y Vjîj + J2 ZkQk I X, ï/j, Zk e A, Wk, akZk + bkX = 0,Yzk = 

0}. 

Lemme 6. Présentation du groupe H'^{M,Zp) 

H"^ = {xô + Y Vj^j ^kp'k I x,yj,Zk G A, {*)} / Im{d) où la condition 
(*) est 

vide pour oi, n2 ; pouro2, 2 X] = ; pourni,n3,n4, 2Ye =iyj = 

et Im{d) est engendré par les ô + akfik, Y bkf^k + 2 Y£j=-i de 
plus 2ô pour Ui . 



3. Le théorème principal 
3.1. Tableau des dimensions. 



Type 


Cas 


H' 


H' 


Ol 


1 


(29) + (1) 


m + (1) 




2 


(2<?) + (0) 


(25) + (0) 




3 


{2g) + (n - 1) 


(2ff) + (n - 1) 


02 


1,2 


(2<7) + (0) 


(2ff-2) + (l) 




3 


(2g) + (n ~ 1) 


{2g - 2) + (n) 


ni 


1,2 


(3-l) + (l) 


(fl-l) + (0) 




3 


(» - 1) + (n) 


(ff - 1) + (n - 1) 


n2 




(3 - 1) + W 


(5 - 1) + H 


fis, m 




(3 - 1) + (n) 


(5 - 2) + (n) 



Table 1. Dimensions de et pour p > 2. Pour 
p = 2 elles sont, pour tous les Types, comme le Type oi 
pour p > 2 



Le tableau l3.ll donne les dimensions de iï*(M; Z/pZ). Ces dimen- 
sions sont exprimées comme somme de deux parenthèses, l'une liée au 
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genre g\ l'autre au nombre n de qui sont divisibles par p. Lorsque 
la seconde parenthèse est (1), le générateur supplémentaire de est 
noté a — [{c/2a)ti + h — ^bka^^qk] avec la convention que c/2a — 
lorsque p — 2 ; celui de H'^ est /3 — [6]. 



3.2. Ennoncé du théorème principal. Le théorème principal est 
donné sous forme de tableaux. 

Lorsque p = 2 

Cas 1 

Table 2. Les générateurs de sont 6j = [tj], 1 < j < 
g'; a — [h — X^o* ^fe^fe ^Çfe]- Les générateurs de if^ sont 
<Pj^[Ùjil<j<g',/3^[S]. 





Si U ôj 


9iUa 


aU a 


Oi 


U O2U-1 = /3 ; 

sinon 






rii 


^ si i — j; sinon 





Oi U 




a U ipj 


aUf3 


Ol 


O2U u (P2u-1 = O2U-I u (P2u = 7; 











sinon 




7 




ni 










7 




j si i — j; sinon 


7 






7 si j 7^ 1; sinon 




n4 






7 si j 7^ 1, 2; sinon 





Cas 2 

Table 3. Les générateurs de sont 9j = [tj], l < j < 
g'. Les générateurs de H"^ sont (pj — [Oj],! < j < g'. 





9, U 9j 


Oi,ni 
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Oi U 


Oi 


92U-1 U </72« = 7; 

sinon 


rii 


7 si i = j; 
sinon 



Cas 3 

Table 4. Les générateurs de sont 9j = [tj], 1 < j < 
gf'; ttfc = [çfc — ço]) 1 < ^ < — 1- Les générateurs de iï"^ 
sont ^pj = [î>j], 1 < j < g', pk = [/tfc], 1 < A; < n - 1. 





9i U 


9i U «fc 


Q!fe U ai 


Oi,ni 













0, u 


0, U 


n i, U 




Oi 


92u u ^2u-\ — 

92U-1 U v?2m = 7; 

sinon 








7 si i = /c; sinon 


Ui 


7 si i = j; 
sinon 









01 



Lorsque p > 2 

Cas 1 



Table 5. Les générateurs de sont 9j = [ij], 1 < j < 
2g; a — [h — Y1q~^ ^feO^ Les générateurs de sont 
<Pj^[Ùjil<j<2g,/3^[6]. 



9i U 9j 


9jUa 


a U a 


9i U 


9iVJl3 


a U (fj 


aU/3 


92U-1 u 92u — /3; 
sinon 







92u u V^2«-l = 

6'2«-i u ip2u = 7; 

sinon 
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Table 6. Les générateurs de sont 9j = [tj], 1 < j < 
2g. Les générateurs de H"^ sont (pj = [% + J^i], J > 2, (3 — 
[S]. 



di u dj 




sinon 


Tous les autres 
cup-produits sont 
nuls car 
H\M;Zp) = 



Table 7. Les générateurs de sont 9j = [tj—ti], 1 < j; 
a = [h — Ylo^^ ^kCik^qk]- Les générateurs de sont 
= i^j <j- 



9i U 9j 


9j Ua 


aU a 












Tous les autres 
cup-produits sont 
nuls car 
H^{M;Zp) = 



Table 8. Les générateurs de sont 9j — [tj—ti\,j > 1. 
Les générateurs de H"^ sont (pj — [C'j],j > 1. 



9i U 9j 


9, U 





9j U (^1 = -7, 
9^ U V?,- = 7; 
sinon 
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Table 9. Les générateurs de sont 9j = > 1. 

Les générateurs de sont (pj = [%], j > 2. 



9i U 9j 







Tous les autres 
cup-produits sont 
nuls car 
H%M;Zp) = 



Table 10. Les générateurs de sont 9j = [tj—ti],j > 
1. Les générateurs de H'^ sont (fj — [%], j > 3; [i>2 — ùi]. 



9i U 9j 







Tous les autres 
cup-produits sont 
nuls car 
H\M; Zp) = 



Cas 2 



Table 11. Les générateurs de sont 9j = [tj], l < j < 
2g. Les générateurs de H'^ sont (pj — [ùj],l < j < 2g. 



9 -,. U 9 j 


9, U Çj 





92u U </?2u-l = 

92U-1 U (p2u = 7; 

sinon 
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Table 12. Les générateurs de sont 6j = [tj], 1 < j < 
2g. Les générateurs de H'^ sont ^pj = [% + ùi\,j > 2,/3 — 
[6]. 



Oi u Oj 




sinon 


Tous les autres 
cup-produits sont 
nuls car 
H^{M;Zp) = 



Table 13. Les générateurs de sont 9j — [tj—ti], 1 < 
j; a = [^ti + h- Xlo"^ bka^^qk]. Les générateurs de 
sont (pj — [ùj — i>i],j > 1. 



9i U 9j 


9jUa 


aU a 












Tous les autres 
cup-produits sont 
nuls car 
H^{M;Zp) = 



Table 14. Les générateurs de sont 9j = [tj —ti],j > 
1. Les générateurs de sont ipj = > 1. 



9i U 


9i U </?j 





U v?i = 
-7; 9iUipi = 
7,i > 1; 
sinon 



L'ANNEAU DE COHOMOLOGIE À COEFFICIENTS DANS Zp 



13 



Table 15. Les générateurs de sont 9j = [tj > 
1. Les générateurs de H"^ sont ^pj = > 2. 



u 9j 







Tous les autres 
cup-produits sont 
nuls car 
H%M;Zp) = 



714 

Table 16. Les générateurs de sont 9j = [tj — ti], j > 
1. Les générateurs de sont (fj — [i>j],j > 3; [i>2 — î>i]. 



9i U 9j 







Tous les autres 
cup-produits sont 
nuls car 
H%M;Zp) = 



Cas 3 

Table 17. Les générateurs de sont 9j = [tj], 1 < j < 
2g et ak = [qk — (jolA k < n — 1. Les générateurs de 
H"^ sont ifij = [ûj], l <j < 2g, /3k = [fik], < k < n - 1. 



9i U 9j 


9j U «fe 


«fe U aj 


9i U (fj 




ŒkUipj 













92u U ip2u-l — 
92U-1 U (P2u = 

7; sinon 





pour 
tout 
k>l; 


sinon 


K\ 

si 

j = k; 


sinon 
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Table 18. Les générateurs de sont 6j = [tj], l < j < 
g'; cxk = [(jk — Qo]A ^ k < n — 1. Les générateurs de H'^ 
sont ifj = [ùj - (-l)Jz>i], j > 2,/3k = [/ifc],0 <k<n-l. 



0i U 0j 


Oj u Ok 


ttfe u aj 













Tous les autres 
cup-produits 
sont nuls car 
H%M;Zp) = 



ni 



Table 19. Les générateurs de sont 9j = [tj—ti], 1 < 
j < g'', Oik — [çfc — l^g], 1 < k < n — 1. Les générateurs 
de iî^ sont ^pj — [ùj — i^i], j > 1 et — [Aifc], 1 < ^ < 
n-l. 



9, U Oj 


Oj Un/, 


H/. U n ^■ 













Tous les autres 
cup-produits 
sont nuls car 
H%M; Zp) = 



n2 



Table 20. Les générateurs de sont 9j = [tj—ti],j > 
l;ak— [qk — < k < n — 1. Les générateurs de H'^ 
sont (pj = [ùj],j > l,/3k^ [fik], <k <n-l. 



9i U 9j 


9j U «fe 


«fe U 


9i U 

















u = 
-7; 9iUipi = 
-f,i > 1; 
sinon 





pour 
tout 
k>l; 


sinon 


b-k\ 
si 

j = k; 


sinon 
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Table 21. Les générateurs de sont 9j = [tj — îi], j > 
1; ttfc = [çfc — \ti], < k < n — 1. Les générateurs de 
sont ifj = [ùj],j > 2,/3k = [fik], < k < n - 1. 



9, U 9j 


9j U «fc 


«fc U aj 













Tous les autres 
cup-produits 
sont nuls car 
H\M; Zp) = 



n4 

Table 22. Les générateurs de sont = [tj — îi], j > 
1; afc = [çfc — < k < n — 1. Les générateurs de if^ 
sont ipj = [ùj],j > 3; [z>2 - z>i], /3fc = [/ûfc], < < n - 1. 



u % 


9j U «A: 


«fc u 













Tous les autres 
cup-produits 
sont nuls car 
H\M; Zp) = 



La suite de cet article est la preuve de ce théorème. 

4. DÉCOMPOSITION simpliciale 

Avant de décrire le découpage simpliciale, nous donnons la définition 
et les propriétés du mot Wa^^i^^qk, h) qui permet de paver la sphère 
bordant (k comme décrit dans 12. 1[ 

4.1. Définition et propriétés de Wq^/j. Le cas = 1, 6^ < sera très 
simple, mais dans le cas général a^, bk > 0, pour pouvoir paver comme 
évoqué dans 12.11 la sphère bordant (k, le bord Wa,,^bk{Qk, h) de fik doit 
être un mot tel qu'en effectuant sur ce mot une certaine permutation 
circulaire et en remplaçant un certain hqk par qkh, on retombe sur le 
mot de départ. C'est cette propriété qui permet le pavage de la sphère 
par deux exemplaires de fik et un exemplaire de pk pour former le bord 
de la 3-cellule (k- 

Définition 7. Le mot Wa,p (pour a,f3 premiers entre eux) est défini 
récursivement par : 
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Wi^o{a,t) = a, Wo,i(a,t) = t, Wa+j3,f}{a,t) = Wa,^{a,at), Wa,a+i3{a,t) = 

si bien que le mot Wa,i3{a, t) contient a fois la lettre a et (3 fois la lettre 
t. 

Théorème 8. Soient a, f3,u,v entiers tels que 

au-^v^l, 0<u<P, 0<v<a. 

Alors 

WaA(^,t) = Wa-v,l3-u{a,t)Wy^u{a,t) = {wy^u{a,t)t~^)at{a~^Wa-v,i3-u{a,t)). 

Proof. La preuve est par induction sur min(a;, (3) qui, vues les hy- 
pothèses, est supérieur oii égal à 1. 

Si o; = 1 alors {u, v) — (1, 0), Wa,p{a, t) = at^, Wa-v,p-u{0'-i t) — (it^~^, 
w,Y,„(a,t) = t, et on a bien {at^~^)t = at^ et {tt-^)at{a-^at^-^) = 

Si /3 = 1 alors {u,v) = (1,û; — 1), Wa,p{a,t) = a'^t, Wa-v,i3-u{o,,'t) = a, 
Wv,ui(i,t) = a"~H, et on a bien a{a°'~^t) — aH et {a°'~Ht~^)at{a~^a) = 
a'^-^.at.l = a'^t. 

Si a, 13 sont tous deux strictement supérieur à 1, alors (comme ils 
sont premiers entre eux) ils sont distincts, donc deux cas se présentent : 
l</3<o;oul<o;<^. 

Si 1 < ^ < a, soient q le quotient et r le reste de la division eu- 
clidienne de a par (3. Alors Wa,/3{a,t) = Wr+qi3,i3{a,t) = Wr,i3{a,a!^f). 
L'hypothèse d'induction appliquée au couple (r, f3) et aux entiers m', v' 
tels que ru' — /3v' = 1,0 < u' < (3,0 < v' < r donne alors : 
Wa,i3{a,t) = Wr,/3{a,aH) est égal d^unepaxt kWr-v',i3-u'{o,, aH)wy' y {a, aH), 
d'autre part à 

{wviy{a, aH)t~^)at{a~^Wr-v',/3-u'{0', clH)). 

Par ailleurs, le couple {u, v) associé à (a, (3) se déduit du couple {u' , v') 
associé à (r, (3) par u — u',v — qu' + v'. Il ne reste plus qu'à remarquer 

que Wr^v',i3^u'{a,aH) = Wa-v,f^-u{a,t) et que Wy>y{a,aH) = t(;^,„(a,i). 
Le cas 1 < a < (3 est absolument similaire. □ 

Notations 9. Dans la suite, nous appliquerons ce théorème à o = 
ttk, (3 = hk et noterons Uk,Vk les entiers u,v correspondants. En notant 
Wau,bMk^ h) ^ous la forme Xk,i ■ ■ ■ Xk,zk o>vec les Xk,i égaux à qk (pour 
d'entre eux dont le premier) ou h (pour bk d'entre eux dont le dernier) 
(donc Zk = dk + bk), le théorème exprime que pour Wk — Zk — Uk — Vk + 1, 
le mot Wa^fikiQk, h) est aussi égal à Xk,Wk ■ ■ ■ Xk,Zk-iqkhxk,2 ■ ■ ■ Xk,wk-i, 
que de plus, le morceau Xk,wk ■ ■ ■ ^k,zk de ce mot contient Vk fois qk et 
Uk fois h. 

Dans le cas bk < (donc ak — 1), nous poserons Uk — l,Vk — 0,Wk — 
Zk^l + \bk\, et Xk,i = qk, Xk,e = h pour 2 < i < Zk- 
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Une approche alternative aux mots Wa,i3 peut être trouvée dans les 
références [H], 0, i], 0- 



4.2. Découpage simplicial. Transformons ce complexe cellulaire en 
complexe simplicial en rajoutant : 

• un centre et des rayons aux 2-cellules ô et /i^, pour remplacer chacune 
par une juxtaposition de triangles ; 

• une "diagonale" aux i^j, pk, pour remplacer chacun par deux triangles 

• pour chacune des 3-cellules e, (k, dont le bord est une sphère pavée 
par les 2-simplexes déjà construits : un centre, des rayons joignant 
ce centre aux sommets marqués sur la sphère ; des triangles joignant 
ce centre aux arêtes marquées sur la sphère, de manière à remplacer 
chaque 3-cellule par une juxtaposition de tétraèdres. 

Plus précisément, on remplace la décomposition cellulaire ci-dessus 
par la décomposition simpliciale suivante : 

1) Le 0-simplexe a et les 1-simplexes tj,qk,h,. 

2) Découpage des pk, Figure 6 : 

• des 1-simplexes Qk (d'origine et d'extrémité a) et des 2-simplexes 
Pk,i, Pk,2, (de faces respectives {h, Çk, Qk), {çk, 9k, h)). 

3) Découpage des z/j, Figures 7, 8, 9 : 

• des 1-simplexes fj (d'origine et d'extrémité a) et des 2-simplexes z/j^2 
(de faces (tj,fj,h)) et uji (de faces {h,fj,tj) si ej = 1, {h,tj,fj) si 

5, = -1). 

4) Découpage de ô, Figures 10, 11. Dans le découpage de ô,e il 
faudra distinguer les types Oi, 02, ni à n4 ; 

• Un 0-simplexe a, des 1-simplexes Cq, . . . , e=i,+m (d'origine a et d'extrémité 

^); 

• des 2-simplexes Ôq, . . . , 5*+m, plus précisément : 

— pour les Types oi, 02 : Si, de faces, respectivement 

{h, ei, eo), {t2, 62, ei), {h, 62, 63), (^2, 63, 64), ... , (go, 64^+1, 643), . . . (g™, cq, 643+™); 

— pour les Types ni à n4 : 

(ti. Cl, Co), (ti, 62, Cl), ... , (go, e2c,+i, 623), . . . (g^, eo, e2g+m)- 
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5) Découpage de chaque n^, Figures 12, 13. Dans le découpage 
de /ifc, Cfe il faudra distinguer le cas particulier 6^ < (et = 1) du 
cas général : 

• Un 0-simplexe Ck, des l-simplexespfc,i, . . . ,Pk,zk (d'origine Ck et d'extré- 
mité a) ; 

• des 2-simplexes iik,i, ■ ■ ■ , IJ'k,zk7 de faces : 

- si 6fc > : {xk,i,Pk,2,Pk,i), {xk,zt,,Pk,i,Pk,Zk) 

- si 6fc < : {qk,Pk,2,Pk,i), {h,pk,2,Pk,3), {h,Pk,zk,Pk,i) 

- si 6fc = : {qk:Pk,i:Pk,i)- 

6) Découpage de e, Figures 14, à 18: 

• un 0-simplexe b; 

• des 1-simplexes A^^A' (d'origine b et d'extrémité a); 

• des 1-simplexes Sq,..., -S'^j^, Sq , . . . , S~_^j^ (d'origine b et d'extrémité 

et des 2-simplexes Eq, . . . , E^^^, Eq , . . . , E^,_^_^ avec Ef de faces (e^, Sf, ^^); 

• des 2-simplexes T^,..., T^+^, Tq,... T~_^^, plus précisément : 

- pour les Types Oi, 02 : , . . . , T^g+^ de faces 

(tl, «S"]^ , 5*0 ), (^2, S2 , Si), {ti, 5*2 , 5*3 ), (^2, 'S'3 , 5*4 ), . . . , (Çm, Sq , S^g_^jj^); 

- pour les Types rii à : T^, . . . , T^_^^ de faces 

{tl, Si , Sq), {tl, S2 , Si), . . . , {Çm, Sq , S2g^^)- 

Notations 10. Ici la notation Tq de faces [ti, Sf, Sq) signifie que les 
faces de Tq sont {ti. Si , Sq) et celles de Tq sont {ti, Sï , Sq) etc. 

• des 2-simplexes Hq, . . . , '■ 

les faces de Hi étant en général {h, S^ , S^), mais étant {h, S^ , S^) si 
i = 2j — 1 < * avec ej = —1, i.e. dans les Types suivants : Type 02, i 
impair < 4g ; Type n2, i impair < 2g ; Type ris, £ impair, 3 < i < 2g ; 
Type n4, i impair, 5 < i < 2g; 

• des 2-simplexes Fq, . . . , F^+m, de faces: 



- pour le Type oi : (/i, St, Sq ), (/a, S^, Si ), (/i, S^, S^ ), 
if2, S^, 5*4 ), . . . , {gm, Sq, 'S'4g+^); 
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- pour le Type 02 : {fuSt,Sô), {f2,S2,St), {fi,S2,S^), 
{f2i 1 'S'4 ), . . . , {gmi Sq, S^g_^_j^); 

- pour le Type ni : (/i, S^, Sq), (/i, ^2^, S^), {çm, 

- pour le Type ns : (/i, Sf, Sq), (/i, ^2", St), (Qm, S^, S^g^^); 

- po_ur le Type m : (/i, Sp S^), (/i, ^2+, S^), [h, S^, S^), 

if 2, 'S'4 , 'S'^), . . . , (Çm, Sq, S2g^jn)'i 

- pour le Type n4 : (/i, Sq), (/i, S^, S^), (/a, S^, S^), (/a, '5^, '^3"), 
(/a, 'S'5 , 'S'4 ), (/s, 5'g , S'5 ), . . . , (^f^, 'S'o , 'S'ag+m); 

• des 3-simplexes Dq, . . . , D^j^^, Dq, . . . , D~_^_^, plus précisément : 

- pour les Types Oi, 02 ■ Dq, . . . , D^g_^_^ de faces 

{5o, Tq, Ef, E^), {5i,T^,E2, Ef), [82, T^, Ef, Ef), (^3, T^, Ef, Ef), 

- pour les Types ni à 1x4 : Dq, . . . , -D^^„j de faces 

(^0, Tq ,E]^ ,Eq), . . . , {52g+mi ^2s+m> -^0 i -^2g+m); 

• des 3-simplexes Nj^i, iVj^, Nj^2-, -^j,2 de faces, 

- pour le Type oi : 

si i impair, (z/^- 1, i/aj-i, i^2j-2, î'2Ï-2)> ^2^, -^2^, ^2^), 

(^i,2) ^2i-2î -^2i-2, H2i-2){l^j,2, T^j, F2j, H2j+l) 

si 3 pair, (z/^- 1, i/2i-2, i^2i-3, ^2^-3)' ('^i.b ^2j-i, i^2i-i, T^j^i), 

i^j,2, ^2j-3' -^2j-3, H2j-2){T^j,2, ^2^-1' -^2j-l, -f^2j); 

- pour le Type 02 : 

si i impair, (z/^- 1, i^aj-i, T2^_2> ^2^-2), {i^js, ^2^, ^2+, ^2^), 

('<?,2, ^2i-2) -f2i-2, H2j-2){l^j,2, T^j, F2j, -f^2i+l), 

si j pair, (i/^- 1, 7/2^-2, 7^2^-3' ^2^-3), ^2j-i, î'aj-i^ ^2j-i), 

(^j,2, ^2j-3' -^2j-3, H2j-z), (z<j,2, ^2^-1' -^2j-l, -f^2j); 

- pour les Types rii k : 

si £j = 1, {Uj^i, H2j-l, F2j-2, ^2^-2)' H2j, F2j-l, T2j_i), 

i^j,'^^ ^2j-2) -^2j-2, H2j-2), {Vj,2, ^2^-1' -^2j-l, ^2j-l), 
si £j = -1, iÎ2j-l, ^2Ï-2> -^2^-2), (i^j.l, H2j, T2j_i, -F2j-l), 

(^j,2) ^2j-2' -^2j-2, H2j-2), {l^j,2, Tij-i, -^2j-l, -f^2j-l); 
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• des 3-simplexes Rk,i,Rk,2, 

de faces {pk,i, H^+k+i, F*+k, T~_^f^), {pk,2-, T^+k^ F^+k, 
(avec par convention H^+rn+i — Hq). 

7) Découpage de chaque Çk, Figures 19, 20, 21 : 

• un 0-simplexe dk, 

• des 1-simplexes C^, (d'origine dk et d'extrémité c^) et Sk^, . . . , S^^^k 
(d'origine d^ et d'extrémité a); 

• des 2-simplexes Pk,i, ■ ■ ■ , Pk,zk ^^^^^ iPk,u Sk,i,C^), ■ ■ ■ , {Pk Ck); 

• des 2-simplexes P^^, . . . , P^z^ faces 

- si 6fe > 0, {pk,i, Sk,wk-, Cfc")) ■ ■ ■ ) {Pk,zk-wu+i-, Sk,zk, C'a!")' 

{Pk,Zk-Wk+2, Sk,0, Cfc"), {Pk,Zk-w,,+3, Sk,2, C^), ■ ■ ■ , {Pk,Zk^ Sk^Wk-l^ ^k) 

- si 6fe < 0, {pk,i-, Sk,o, Cfc"), {Pk,2, Sk,3, C^) ■ ■ ■ , {Pk,zk, Sk,i, C^) 

- si bk^ 0, {pk,i,Sk,o,C^); 

• des 2-simplexes Xk,i, ■ ■ ■ , Xk^^k-i de faces 

- si 6fc > 0, {xk,i, Sk,2, Sk^i), .... {xk,Zk,Sk,i, Sk.zJ, 

- si fefc < 0, (çfe, 5*^,2, -S'a;,!), {h, Sk,2, Sk,3) ■ ■ ■ ,{h, Sk,zki Sk,i), 

- si 6fc = 0, {çk, Sk,i, Sk,i); 

• des 2-simplexes Qk-,H'j.,Gk de faces 

- si fefc > 0, (ça, Skfl-, Sk,zk), {h, Sk,2, Skfl), iOk, Sk,2, Sk,Zk): 

- si bk < 0, {çk, Sk,3, Skfl), {h, Sk,i, Skfl), {gk, Sk,2, Skfl), 

- si bk — 0, {çk, Skfl, Skfl), {h, Sk,i, Skfl), {gk, Sk,i, Skfl); 

• des 3-simplexes Mj^^, . . . , Mj7^^, de faces 

- si bk > 0, (^fc^i, Xk,i, Pfc"2, -Pfc"i), . . . , (/^fc,^fc, Xk^zf,, Pk,i, Pk,zk)^ 

- si bk < 0, {Hk,l, Xk,l, Pfc"2, -Pfe"i), {^k,2, Xk,2, -Pfe72' ^k,3) ■ ■ ■' 
{^k,zu, ■^k,zu, ^k^Zk^ 

- si 6fe = 0, {nk,!, Xk,i, Pk^i, Pk,i); 

• des 3-simplexes M^-^, . . . , M^^^ de faces 

- si 6fc > 0, (/ifc,!, Xk,wu, Pk,2i ^k,!), ■ ■ ■ , {l^k,Zk-Wk+l, Qk, Pk,Zk-Wu+2^ -^Mfc-«'fe+l)' 
{^k,Zk-wu+2, Hk-: F'k,z^.-Wk+3^ -^fc,^fe-w)fe+2)' • • • ' {l^k,Zk, Xk,Wk-l, -^fc,!) ^k,z,^i 

• si bk < 0, {Hk,\, Qk, Pk,2^ Pk,l), {l^k,2, Xk,3, Pk,2^ -Pfe^s)' ■ ■ ■ ' 
(f^k,Zk-l, ^k,Zk, Pk,zk-l- Pk,zk)^ {^k,Zk, H'k, Pk,Zk-' "^m)' 

- si 6fe = 0, {nk,i, Qk, Pk,i, Pk,i); 
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• des 3-simplexes R'^^,R'^2 de faces 

- si 6fc > 0, {pk,i,H'i^,Gk,Qk),{pk,2,Xk,i,Gk,Xk,Zk), 

- si 6fc < 0, {pk,i,Xk,2,Gk,Qk),{pk,2,Xk,i,Gk,H'i^), 

- si bk = 0, (pfc,i, H^., Gk, Qk), (Pfc,2, Xk^i, Gk, Hj^). 

5. MORPHISME DES CELLULES VERS LES SIMPLEXES 

Définition 11. On note T l'application définie sur les générateurs du 
complexe des chaînes cellulaires vers ceux des chaînes simpliciales par : 

• T envoie les 0- et 1-cellules a et tj, qk, h sur les 0- et 1-simplexes du 
même nom, 

• T{pk) = Pk,i - Pk,2, 

• T{pk), 1 < ^ < -Sfe (voir N otation VJ . 1\) . 

- sibk>0 : T{pk) = Y^lJ'k,e, 

- sibk <0 : T{pk) = fJ'k,i - J2e>i l^k,i, 

• m 

- pour les Types Oi : T{5) = Ylï=oi^4.i + S^i+i - ^41+2 - ^41+3) + 

E4g+m c 

- pour les Types rii : T{ô) = ^ ôi, 

• T{e), en notant D[ := Dj' — Dj , 

- pour le Type Oi ; T(e) = YJk^oi^k,! - Rk,2) + J2*etT ^'e + 

- pour le Type 02 : T(e) = EfcLo(-^fc,i ~ -^^-2) + Yl*i>t7 D[ + 
Ef=o(^4. + ^Wi - ^W2 - ^Ws) + E(-l)^(A^.,i + A^..2 + 

^i,l+^i,2). 

- pour les Types rii : T{t) = Y.T=oiRk,i - Rk,2) + Y.*etT + 

• T{Ck), en notant M^^ := - M^^^, 

- sibk>0: nCk) = -R'k,, + R'k,2 + E 

- szbk<0 : TiCk) = -R'k,i + R'k,2 + - E£>i M',^,. 

Proposition 12. L'application T définie ci-dessus est un quasi-isomorphisme 
du complexe des chaînes cellulaires vers celui des chaînes simpliciales. 
On en déduit un (quasi-iso-) morphisme T*, du complexe des cochaînes 
simpliciales vers celui des cochaînes cellulaires : (T^{f)){s) := /(T(s)). 

6. Relevé des cocycles cellulaires en cocycles 

simpliciaux 



6.1. Bord du complexe des cochaînes simpliciales. Pour chaque 
générateur ^ = [^], le but des deux sections suivantes est de choisir 
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un relevé de T*, noté R{i), i.e. tel que T*iî(^) = ^ avec la propriété 
supplémentaire d'être un cocycle (et pas seulement une cocliaîne). 

Pour alléger la présentation, on n'écrira (en commençant à regrouper) 
que les bords qui seront utiles dans la partie suivante pour expliciter 
des représentants des générateurs. 

Le bord est nul sur toutes les 3-cocliaînes, et le bord de la O-cochaîne 
â + â + 6 + ^ Cfc + ^ (ifc est nul. 

Posons Ue = Fi + ôe + T^. Ici et dans la suite cette notation est à 
comprendre de la façon suivante : = Fe + + + Tf. 



Proposition 13. Les bords des 1-cochaînes simpliciales sont : 
Types oi, 02 

— dij = SjOj^i + ùj^2 + ^2i-2 + + ^2j-2 + si j impair, et ejùj^i + 
^3,-2 + ^2i-3 + ^2i-i + ^2j-3 + -^2^-1 sî j pair; 

— dfj = -ej^i -z>j,2+ -^2j-2 + -^2i sij impair, F2j-3 + F2j-i si j pair; 

— d(tj + fj) = Ue + Ui^2 (ivec si j impair, i = 2j et si j pair, £ = 2j — 1; 

Type fil à 714 

— dtj = EjÛj^i + %,2 + T25_2 + ^^21-1 + ^2j-2 + ^2^-1; 
^fj — ^^j^jA ~ %,2 + F2j^2 + F2j-1] 

Type oi, 02 et ni à 

— dqk = Pk,l + Pk,2 + + T^p. + J2xk i=gfc(^'^'* -^kA) + Qk] 
ddk = —Pk,l — Pk,2 + -^*+fc + Gk] 

— dpk/ = + Pki - Pk/~i si i> l et sibk > 0; 

— dpk/ = Pk^i - Pk,t + Pk/-i SI i> 2 et sibk < 0; 

— dpk,2 = Pk,2 ~ ~ Pk,l] 

— ^{Sq + êo) = {Tq + Hq + Fq) — (T!,+m + -ff*+m + -F*+m); 

Le symbole * est défini dans la NotationUl 

— Pour Oi lorsque 1 < i < Ag et i = 2 ou 3 mod 4, 

— d{S^ + S^_^ + èe + ê^_i) = -Ue - Ui.2] 

— Pour Ui lorsque 1 < £ < 2g, et pour Oj et nj lorsque * < £ < 

* + m, 

-d{sf + è,) = u,-u,^i- 

— Pour oi et ni (et pour tous les Types si p = 2) 

— d{Â+ + Y.st) = - T.{H, + F,)- 
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- Bord des Sk- : 

- si bk > 

- dSk,o = -Qk + H^- Pfc+^^_^^_^2^ 

- dSk,i = -Xk,zk + Xk,i - Pk,i, 

- dSk,2 = -Hk -Gk- Xk,l + ^k,2- Pk,2 - Pk,Zk-Wk+3> 

- dSy = -Xk,e-i + Xk,e - P^^^ - 4+ si2<l<Wk, 

- dSk,t = -Xk,t-i + Xk,i - Pk^i - Pk,e-wk+i siwk<£< Zk, 

- dSk,zk ^Qk + Gk- Xk,^^-i + Xk,zk - Pk,zk ~ Pk,zk-wk+i^ 

- si bk < 

- dSkfl — Qk + H'j. + Gk — Pk^i, 

- dSk,i = --fffc + Xk,i + Xk,zk - Pk,i - Pk,z> 
~ dSk,2 — —Gk — Xk^i — Xk^2 — Pk,2' 

- dSk,3 = —Qk + Xk,2 - Xk,3 — Pk,3 ~ Pk,2' 

- dSk/ — Xk,e-i — Xk/ — Pk^^ — Pk,i-i si £> 3; 

- si bk = 

- dSkfi = H'k + Gk — Pki, 

- dSk,i = -H'f^ - Gk- Pkx 

Le bord de la 1-cellule Zk est donné dans le lemme suivant. 
Lemme 14. Définissons Yk, Zk, Vk par : 

• si bk > 0, 

- Yk ^ H'i. + Gk + Xk,l + flk,l - Y.2<t<Zk~Wk+2 Pkp 

- Zk = qk+gk-VkC^+Sk,o-^e>2{Sk,e+Pk,eMi > ^ \ Xk,i = 
Qk), 

- Vfe = UkC^ + Sk,Q + Y.i>2{Sk,i + PkM{^ ^ ^ I ^k,i = h}, 

• si bk < (donc ak = Uk = l et Vk — 0) 

- Yk = Qk + Gk + Xk^i + /tfe,l; 

- Zk — Qk + Qkj 

- Vk^C^ + Sk,o - Y.e>2i^k,e + Pk,e){zk -£+1). 

Alors dZk = U^+k + akYk etY,^^ _f^{Xk,i + fik,i) = bkYk- H'^-Gk + dVk. 
Proof. Le cas bk <0 est facile. Dans le cas 6^ > 0, détaillons la preuve. 
d{qk + 9k) ^ U^+k + Gk + Qk + Y.:ck,i=qSf^^'i + 

Xk,i + fik,i - Xk^i - fik,i -H'^-Gk-d Y^2<i<iiSk/+Pk/) + J22<i<i Pk,e 
est égal : 

- si 2 < i < Wk, h J22<£<i Pk,zk-wk+e+i^ 

- si Wk < i < Zk, k Ylf2<i<wu ^k,Zk-Wk+i+l + ^Wk<e<i -^M— u)fc+l' ^ '^^ 

^ (i'fc,i+Afc,i)-afc(^fc,i+Afca)-(«fc -l)(-fffc + Gfc)-9^(Sfc,^ +Pfc,£)tt{î > e I Xk,i = qk} 

= -lli>2Pk,i^{i>J- I ^k,i = Qk} + J2t<Zk-Wk+2Pk,e'i{'i' >i + Wk-l\ Xk,i =qk} 
+ 'Ee>zk-wk+2 Pkji'i- >e + Wk-l-Zk I Xk,i = qk}- 
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Dans cette expression, le coefficient de P^^ vaut (compte tenu des 
propriétés de Wa,i3 détaillées dans 14.11 

- si i = 1 : '^\{^ > Wk \ Xk,i = Qk} = Vk, 

- si i = Zk — Wk + 2 : 

-^{i > Zk-Wk+2 I Xk,i = Qk} = l-tl{î < u)k I Xk,i = Qk} = l-iak-Vk), 

- si 2 < i < Zk - Wk + 2 : 

tl{i > £ + ti7fe - 1 I Xk,i = Qk} - tl{« > ^ I Xk,i = Qk} = 

\ £ < i < Zk - Wk + l et Xk,i = qk} - tl{^ > ^ I ^k,i = Qk} = 

- 'ilii > Zk - Wk + 1 I Xk,i = qk} = -tl{^ < Wk I Xk,i = qk} = -(ûfe-ffc), 

- si i > Zk — Wk + 2 : 

tl{i > £ + Wfe - 1 - Zfe I Xk,i = qk} - tl{^ > ^ I Xk,i = qk} = 

tl{î > Wk I Xk,i = qk} + 'ilii \ £ + Wk - l - Zk < i < Wk et Xk,i = qk} 

-\\{i>£\ Xk,i = qk} = Vk- ^ 

On en déduit donc Y^x^ ,=qk(^k,i + fj'k,i) = akYk-Qk-Gk + d[vkCl ~ 

Sk,o + J2i>2iSk,e+Pk,eM'i > £ \ Xk,i = qk}], si bien que dZk est égal au 
résultat annoncé. 

On a déjà vu calculé {XkA+fik,i)- On va en déduire i=hi^k 

fik,i) par différence, en calculant J2ii-^k,i + fi'k,i)- Rappelons que pour 

\<i<Zk, ^ 

Xk,i + fik,i — Xk,i — fik,i — H'f^ — Gk — d Y2<i<ii^k,e + Pk,e) + Y2<i<i ^k/ 
était égal : 

-si2<i<Wk,h Y.2<i<i Pk,zk-w,+e+i 

- si Wk < i < Zk, h Yl2<e<Wk P'k,Zk-Wk+l+l ~^ Ywk<i<iP'k,l-Wk+V 

De plus, pour z = ^jt, on a presque la même formule que pour Wk < i < 
Zk, mais en remplaçant —Gk par +Qk- 
D'où 

J2ii^k,i + h,i) - Zk{Xk,i + /ifc,i) - {zk - l)H'^ - {zk - 2)Gk + Qk - 
dJ2e>2iSki+PkM{^ > ^} = -T.e>2PkA^k-£+l)+J2e<z,-w,+2PkA^k- 
i+2- Wk) + E.>.,-.,+2 PkA^^k -i + 2-Wk) = 
{uk + Vk)dC^ - {ttk + bk) Y.2<e<Zk-Wk+2 Pkp si bien que par différence, 
Ylix =hi-^k,i + Afc.i) est égal au résultat annoncé. 

□ 

Proposition 15. Bord des 2-cochaînes simpliciales : 
Pour tous les Types, on a d'abord 
-9(5o + To± + Fo) = 0, 

- d{fik,i + Xk^i + Gk- 'E^2<e<zk-wk+i Pk,e) = 

Pour les Types (avec e = 1 pour oi et = — 1 pour 02) 

- si j impair 

- + H2j-i + F2,_i) = iv;_i + £iv,+i,i, 

- + £H2j-i + eF2j^i + H2j) = (1 - e)Nj^i et 
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- si j pair 

- a(z>,- 1 + + F2J-2) = iV,,i + £iVj_i_i et 

- a(î>,- 1 + eÈ2j^i + eF2,_2 + H2j-2) = (1 - e)N'.^ 

- d{fik,i + Xk^i + Gk- 'E.2<£<zk-wk+i ^k,e) = 0- 

Pour les Types rij, 

- d{fik,i + Xk^i + Gk- 'E^2<e<zk-wk+i ^k/) = 0' 

- 1 + ^2i-i + ^2,^1) = (1 + ej)N'.^„ 

- d{Ùj^2 + ^2j-l + £jF2j-2) = (1 + £j)Nj,2, 
dH2,-2 = -iVj_i,i - iV,,2. 



6.2. Relevé des et 1-cocycles cellulaires. Ayant décrit les cobords, 
on est prêts à choisir des relevés qui soient des cocycles relevant mod 
p un représentant des divers générateurs. 

Le 0-co cycle cellulaire â se relève en 1 = à + â + b + Y2dk- 
Grâce au lemme [Hl les 1-cocycles sont relevés comme suit : 

Définition 16. Relevés des 1-cocycles 

1) Pour le générateur Oj: 

pour Oj et pour tout p, 9j = [tj] . On peut relever tj par 
~ h "1" fj + ê£ + Sf^ + ê^_i + S^_i'-, 

pour Hi, il faut distinguer selon p : 

— si p = 2, alors on a 6j = [tj]. On peut relever tj par 

~ h + fj + ^^-1 + ^e'-v 

— si p > 2 alors on a dj = [tj — ti] qui se relève par 

R{t, -h)= + - (£1 + A) - 2 Eu=2ièu + S^) - (êi + St) - (ê2,-i + 

Dans les deux situations, on a pris £ = 2j si j est impair et i = 2j — 1 
si j est pair. 

2) Pour le générateur : 

pour tous les Types et pour tout p, si < k < n—1, on commence 
par relever — qk~i po-i" 

R{qk - Qk^i) = Zk- Zk-i - S^gi+k ~ è2g'+k, avec Zk = qk + Qk- VkC^ + 
Skfi - 'E^e>2{Sk,e + PkMi"^ > ^ I ^k,i = Qk}; 

pour les Types Oi,ni, quand p = 2 et pour les Types Oj quand 

p > 2, le générateur ak est ak = [qk — 9o]- En additionnant, on trouve 
le relevé 
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R{Qk - go) = Zk- Zq- Yji=ii^2g'+i + è2g'+i) , OU Z^ cst défini dans le 
Lemme [I^] / 

pour tous les Types Ui, quand p > 2, ak = [Qk — ^ig]- H faut rajouter 
à la somme précédente le relevé de aç, = [qo — ^tg] qui est choisi égal à 

R{%-\îg) = Zq - ^{tg + fg) - {ê2g + S2g) - ^iê2g-i + S2g^^). On obtient 
donc : 

RiQk - lig) = Zk - + fg) ^ ^ i = - 1 ( '^'^g' + i + è2g'+i)- 

3) Pour le générateur et = [^ti + — X] bka^^qk]- Avec la notation 
Ck = ha/ak, on a : 

pour les Types oi et ni, dans le Cas 1 (on a donc c = 0), lorsque 
p > 2 et pour tous les Types, dans le Cas 1, lorsque p = 2, on 

peut relever h — Yl bk^k^^k par 

Rih - E ha^^qk) = h + Zfj + E9k + À+ + ZSi -E ha^'Zk - 
EH- ^[co(ê.+i + St^i) + (Co + Ci)(ê,+2 + St^2) + . . . + (co + . . . + 

Cm— l) (ê^+m, ~l" *S'^+m)]) 

pour le Type ni, dans le Cas 2, on peut relever j^ii + h — Y^ bk(\^qk 
par 

R{tJi + h-Y.bkak'qk) = h + J2f, + J2qk + Â+ + J2Si-J2bka^'Zk- 
E H - i[co(ê*+i + Sf^i) + (co + Ci)(ê,+2 + + . . . + (co + . . . + 

Cm_i)(ê,+m + St+J] + tJti + A) - (5± + êi) - 2(4± + êo)] 
avec 

• si bk > 0, 

- Zk = qk + (jk- VkC^ + Skfl - Yl,i>4J^k,i^Vk,t)%{i > ( I Xk,i = 
Qk}, 

-Vk = UkC^ + Skfi + Y.i,>2i^ki + PkMi^ > ^ I ^k,i = h} ; 

• si bk < 0, 

- Zk = (jk + gk, 

-Vk = Cl + Skfi - Y.e>2i^k,e + Pk,e) (zk-i + l). 

Pour justifier (lorsque cela n'est pas évident) ces choix de relevés, 
on fait le remarques suivantes : 

On rappelle la notation Ue = Fi + ôi + T^. 
1) Pour le générateur 9j: 

Pour Oi, pour tout p, d{tj + fj) = Ui + f/£_2 avec : 
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- si j impair : i = 2j et 

- si j pair : £ = 2j — 1 et 

d{è, + sf) = -u, + 9(ê,_i + 4± J = - c/,_2, 

- donc quelle que soit la parité de j, 

Pour tout p, le relevé du cocycle Oj = ij est : 
Rtj = + fj + êe + Sf + êe-i + 4^1- 

Pour rii, pour tout p, d{îj + /j) = C/2j-i + t^2j-2 et d{è(, + S'J^) = 
C/^ — C/^_i, donc 

- si p = 2, on peut relever 9j — tj par 
-^Â? ~ + fj + ^^-1 + "^f^i' 

- si p > 2, on peut (pour relever 6j = tj — ti) relever tj — tj^i par 
(ij + fj) - (îj-i + fj-i) - (ê2i-i + - (ê2i-2 + 41-2)- 

2) Pour les générateures ak- 

On va se servir des Zk du lemme, puisqu'ils contiennent qt plus des 
cochaînes simpliciales dont l'image cellulaire (par T*) est nulle. D'après 
le lemme, pour tout k G [0,n[ on a, modulo p : dZ^ = U2g'+k, or pour 
2g' < £ < 2g'+m on a : d{êe+Sf) — Ue—Ue^i. Ceci permet (Vp, Voj, nj) 
de relever - g^-i (pour < A; < n) par - - {ê2g'+k + 'S'^'+fe)- 

Pour les Types et p > 2, il faut relever en plus ag — % — jtg. On 
se sert donc de 

d[Zo-l{tg+fg)] = C/2,-^(C/2,-l+C/2,-2) = (C/2,-C/2,-l) + ^ (C/2,-1 -C/2,-2) , 

ce qui, puisqu'ici Ue — Ue-i = d{èi + Sf), permet de relever cto par : 

- \{ig + /,) - (ê2, + s%) - i(ê2,_i + s%_,). 

3) Pour le générateur a. 

- Pour ^£1 + /i - XI ha-k^qk- 

On a 9(/. + E Â- + E + i+ + E 4^) = Efc(^^ + Gk + E.,,=/.(/iM + 
or d'après le lemme, pour k fixé, 
H'k+Gk+Y..,^^=hih,^+Xk,^ = bkYk+dVk = bka-\dZk-U,+k)+dVk. 

Doncon e.dCh + T.fj + J:Qk + Â+ + j:S+-j:bkak'Zk-EVk) = 
-E^feOfe U^+k = ^Y^CkU^j^k avec E^fe = c et C/*+fe - C/*+fe-i = 
9(ê*+fc + 4^^;^), d'où 

- E Cfc[^*+fc = 9[co(ê*+i + S'f+i) + (co + Ci)(ê*+2 + + ■ ■ ■ + (co + 
. . . + c^_i)(ê*-)_^ + «S*^-!-^)] cU^^jji- 
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Dans les Cas 1 (de Oi et ni), c = mod p donc on peut relever 
h - Y. ha^^Qk par h + Y, fj + Y. Qk + Â+ + Y, - Y ha^^Zk - 
YVk- i[co(ê*+i + ^f+i) + (co + ci)(ê*+2 + St^2) + . . . + (co + . . . + 

Dans le Cas 2 de n-i, comme d{SQ + êo) = Uq — ?7*+m et d{S^ + êi) = 
Ui - Uq et d{ii + /i) = ?7o + f/i, on peut relever ^ti + - X] ^k^k^Qk 
par la même expression que dans les Cas 1, à laquelle on ajoute ^[(ti + 
A)-(^± + êi)-2(4± + êo)]. 



6.3. Relevé des 2-cocycles cellulaires. 
Définition 17. Relevés des 2-cocycles 

4) Pour le générateur (3 = [S\, valable dans tous les Cas et pour 
tous les Types. On relève 8 par : 

R5 = Uo = 5o + f^ + Fo. 

5) Relevé de (3^ = [Afc]? valable dans tous les Cas, que p divise 
Ofe ou pas et que bk soit positif ou pas. On relève fi^ pai" ■' 

Rp'k = h,l + Xk,l + Gk- Y2<e<Zk^Wk + l ^ki- 

6) Pour le générateur ^pj pour p <2. 
pour Oi, si ê: = 1, on relève ùj par : 
Rùj = ùj^i + i^2j-i + F2j-i + si j impair 
Rùj = ùj^i + H2j-i + F2j-2 + F[2j-2 si j pair. 

pour nj, si ej = —1, on relève ùj par 
Rvj = ùj^i + H2j-i + F2j-i- 

Il n'est pas nécessaire de définir le relevé de ipj pour les autres Types 
car pour p > 2, les cup-produits H^Ç^H^ — )■ ne seront à calculer 
que pour les Types Oi et n2. 

7. Calcul des cup-produits pour p = 2 

7.1. Formules d'Alexander-Whitney. Méthode des coefficients. 

D'après la formule d'Alexander-Whitney [7j, PQ, le cup-produit de deux 
cochaînes simpliciales / de degré p et 5^ de degré q est défini sur tout 
p + g-simplexe par 

(/U^)(fo,...,Wp+g) = f{vo,...,Vp)g{vp,...,Vp+g). 

On en déduit immédiatement que le générateur 1 du est neutre 
pour U. 
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Si (f = fUg avec f,g deux l-cochaînes simpliciales, on obtient donc, 
pour tout 2-simplexe s = (sq, Si, S2), de sommets {vq, f 1, ^2) et de faces 

So = K,î^2), Si = iVo,V2), S2 = iVo,Vi), (p{s) = /(s2)5'(So)- 

Heureusement, si /, g sont des 1-cocycles, pour connaître la classe du 
2-cocycle ip, il ne sera pas nécessaire de l'évaluer sur les (nombreux !) 
2-simplexes. En effet, soit (p' = son image dans le complexe 

cellulaire (voir [5]), 

g' m 
j=l k=0 

Comme = dip', les Zk sont nuls. De plus, la classe de cohomologie de 
(p' (donc de (p) est 

• dans le Cas 1 : (x + X^^Lo ^k)/3 + Yl'j=i Vj^^j^ 

• dans le Cas 2 : Yl^j=iyjVj^ 

• dans le Cas 3 : X]fc=d rk/3k+Yl^j=i Vj^j, en posant /3o = - Yl=i l^k- 

Remarque 18. Pour calculer la classe de cohomologie [ip], il suffira 
donc d'évaluer (mod 2) x = ipi^ Se) (dans le Cas 1 ), les Vk = <p{Y2 f^k,e) 
(dans les Cas 1 et 3), et les Uj = ^{vj^i — £jVj,2) (dans les trois Cas). 

7.2. Les cup-produits, pour p = 2, U : H^®H^ — H^. 

Théorème 19. Pour p = 2, 

• Dans le Cas 1, les seuls cup-produits U : H^®H^ — )■ sont 

• OiU Oj 

- Pour les Types Oi, les cup-produits 9i U 9j sont nuls sauf U 

02i-i = /3; 

- Pour les Types Ui, les cup-produits OiUôj sont nuls sauf6iU6i = 

/3; 

- Pour tous les Types, on a dj U a = ipj . 

• a. U ex 

- Pour les Types Oi et ni, on a a U a = 

- Pour les Types 02 et n2, on a aU a = ^(3 + Tl,i<j 

- Pour le Type n^, on a aU a = ^(3 + Ylij>i fj' 

- Pour le Type n^, on a a U a = ^(3 -\- J2j>2 Vj- 

• Dans le Cas 2, les seuls cup-produits U : H^®H^ — )► H"^ sont 

• OiUOj, 

- Pour tous les Types, 9iU 9j = 0. 

• Dans le Cas 3, les seuls cup-produits U : H^®H^ — )■ sont 

- Pour tous les Types, on a OiU Oj = 

• dj U cxk. 

- Pour tous les Types, on a Oj U = 0, 
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• CKfc U Oùi] 

- Pour tous les Types, on a akUai = ^ J2o>£<n-i f^e + ^k,i^/3k- 

Proof. Calcul de Oi U 0j 

Types Oi - Dans les trois Cas, 9j = [tj] et le relevé de 9j est Rtj = 

h + fj ~^ ~^ ^f-i + ê£ + ê£_i avec l = 2j si j impair et i = 2j — 1 si 
j pair (voir Définition f|T6|) . 

• Les coefficients sont calculés par la formule : 

n = T* {R{û) U Rit^)) (/i,) = (Riû) U Rit,)) Tifik) 

= {Riû) U R{tj)) (E^/^m) = EERiii)M2R{tj)Mo- ■ 

Les Tfc sont nuls quel que soit le signe de bk car la face {fik,£)2 du 2- 
simplexe fik/ est un p^/, annulé par Rtj (voir la sous-section Découpage 
simplicial ^ 6)). 

• Les coefficients y£ sont calculés par la formule : 

Vi = T* {R{ti) U R{tj)) (z>,) = (/?(t;) U Ritj)) T{vt) 
= {Riû) U R{ij)) {yt.x - eiU£,2) ^ 
= R{ti){vE^i)2R{tj){vi^i)o - £iR{ii)it^e,2)2Riij)ii^e,2)o- 

Les yi sont nuls car Rtj{i'e^i)o = Rij{h) = et -RÎj(t'£,2)2 = Rij{h) = 0. 
(Voir la sous-section Découpage simplicial (14.21 3)). 
Comme dans les Cas 2 et 3, /3 n'est pas un générateur, on a la conclu- 
sion: 

Conclusion : Dans les Cas 2 et 3, pour le Type Oi, on a diU dj = 0. 

• Il reste à calculer x pour le Cas 1. On a, voir la sous-section 
Découpage simplicial (14.21 4 (1)) : 

X = Rti{eo)Rtj{ti) + Rti{ei)Rtj{t2) + Rti{ez)Rtj{ti) + Rti{e4,)Rtj{t2) + ... 

vaut 1 si et seulement si i impair et j = i + 1 ou i pair et j = i — 1 (et 
vaut sinon). 

Conclusion : Dans le Cas 1, pour les Types Oi, les cup-produits 9iU9j 
sont nuls sauf 6*21 U 6*24-1 = /3- 

Types Ui, 9j = [tj] et le relevé de 9j est Rtj = tj + fj + ê^.i -|- 5"^;^. 

• Comme plus haut, dans les trois Cas, les et les yi sont tous nuls 
et /3 n'est un générateur que dans le Cas 1. 

• Calcul de a; : x = Rti{eQ)Rtj{ti) + Rti{ei)Rtj(ti) + . . . vaut 1 si et 
seulement si i = j et vaut sinon. 

Conclusion : Pour les Types Ui, les cup-produits 9i U 9j sont nuls 
sauf dans le Cas 1 et si i = j, alors on a 9iU 9i = p. 

Remarque 20. Dans la suite, (même pourp > 2) pour tous les 9jU. . ., 
les coefficients sont nuls. 



Calcul de 0j U a 
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Pour tous les Types, a = [h + J2 ^jÛj] n'est générateur que dans 
ce Cas 1. 

Le relevé de a est 

Rih + E b,qj) = h + El) + E Qk + i+ + ESi-E ha^'Z, -^Vk- 
i[co(ê*+i + 5'î^+i) + (co + ci)(ê*+2 + 5'f+2) + - ■ ■ + (co + - ■ . + c„-i)(ê*+^ + 

• Nous avons déjà que tous les sont nuls. 

• Calcul du coefficient x. 

Dans le découpage simpliciale de S, l'indice des simplexes Su varie de 
k Ag + m. 

Pour u < 4gf — 1, le simplexe Su est Su = {t., e., e.) et R{h — ^ hkO^^qk) 
(le relevé de a) appliqué à ((5„)o = t, est nul. 

Pour u > ig, le simplexe Su est 5„ = (g , e., e.) et le relevé de 9j 

appliqué à {Su)2 — e. est nul. Le coefficient x est nul. 

• Il ne reste plus qu'à calculer yj. Or 
Ui = RÎj{vi^i)2R{h + ^'jÇj)(^i,i)o - ejRÎj{vi^2)2R{h + X) ^'j9j)(i^i,2)o 

car 

R{h+Ebjqj){i^i,i)o = R{h + Ebjqj)ih) = 1 et Rtj{u,^2)2 = Rtj{h) = 0. 
Comme de plus, (2^1,1)2 = ti ou fi, on obtient î/j = 1 si et seulement si 
i = j et Ui = sinon. 

Conclusion : 9j U a n'intervient que dans le Cas 1. Pour tous les 
Types, on a 9j L) a — (pj. 

Calcul de dj U cx^ 

Pour tous les Types, les générateurs ak — [qk — qo] n'interviennent 
que dans le Cas 3. 

• A nouveau, les sont nuls. 

• Calcul des ye 

ye = Rtj{ui^i)2R{qk - 9o)('^i,i)o - ejRij{ui^2)2R{qk - qo]){i^i,2)o- 
On a déjà vu que Rtj{vi^2)2 = et que Rtj{vi^i)2 — 1. Mais on a 

k 

R{qk - qo) ^ Zk- Zo-^ (^S^_^^ + ê^+e) 

u=l 

par conséquent R{qk — qo){i^i,i)o = R{qk — qQ){h) = car h n'intervient 
pas dans les Zu- Les coefficients yi sont nuls. 

Conclusion : 9j U ak n'intervient que dans le Cas 3. Pour tous les 
Types, on a 9j L) ak — 0. 
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Calcul de cXi U cxj 

Pour tous les Types, les générateurs — [qk — %] n'interviennent 
que dans le Cas 3. Nous devons calculer les coefficients r^, < £ < n — 1 
et yi. 

• Calcul des coefficients re = Y.y,R{cik - qo){l^e,w)2R{qj - qo){l^e,w)o, 
avec {ne,w)o = et {[11^^)2 = Pe,w 

1) Dans R{qj — qo) interviennent Zj et Zq. Dans chaque on voit 
qu - T,s>i Py-Âi* ^ 5 I Xu,t = qu}- 

-Si u = j, R{qj - qo){fie,w)o = R{qj - qo){xi,w) = sauf si i = j et 
ceci pour tous les aj indices w tels que xj^w = qj- Dans ces situations 

R{qj - qo){/j'j,w)o = 1- 

- Si M = 0, pour n'importe quel indice j 7^ 0, R{qj — qo){lJ'e,w)o — sauf 
si £ = et ceci pour tous les Oq indices w tels que Xq^^ — Ço- Dans ces 
situations R{qj — qo){fJ^o,w)o = 1- 

2) R{qk - qo){l^e,w)2 = R{qk - qo){Pe,w) = sauf si 

i) i — j — k et pour tous les w tels que Xk,w — qk- Dans ces situations 
on a R{qk - %){Pk,w) = i{t>w\ Xk,t = qk} ; 

ii) £ = et pour tous les w tels que a;o,«, = qo- Dans ces situations, 
pour n'importe quel indice A; 7^ 0, on a R{qk — qo){po,w) = tl{^ ^ ""^ I 
xo,t ^qo}- 

Si k — j,0 < k < n — 1, nous avons obtenu 



w>l 

•^k,w qk 

Le dernier calcul est fait modulo 2. 

• Calcul des coefficients 
yi = i?(gfc-go)(i^ia)2-R(9j-Ço)(i^i,i)o-£i-R(gfc-go)(^'i,2)2-R(gi-go)(i^i,2)o- 
Nous avons {1^1,1)2 = U si Si ^ 1 et {1^1,1)2 = fi si £i = -1 ; {1^1,1)0 = 

{^i,2)2 = h; {1^,^2)0 = U- 

Aucun de ces éléments n'intervient dans R{qu — %)■ On a donc que 
pour tout i,yi — 0. 

Il reste à remarquer que les calculs précédents sont valables pour 

tous les Types. 

Conclusion : Les cup-produits aiUaj n'interviennent que dans le Cas 
3. Pour tous les Types, ai U aj = ^/3o + àij^/3j, où /3o = Zli<fc<n-i /^fc 
et Sij est le symbole de Kronecker. 

Calcul de a U q; 

Pour tous les Types, le générateur a n'intervient que dans le Cas 
1. On rappelle que r est le nombre de bk pairs et on les a rangés entre 
et r - 1. 
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• Calcul du coefficient x. 

Le calcul se fait par la formule : 

T\R{h + h^qi) UR{h + Y, bjûMS) = {R{h + b^j) UR{h + Y Mj)){T{5))- 

Si £ < * - 1, on a + XI bjqj){8i)o = 0. 
Mais si i — * + k,0 < k < m — 1, on a, 

{R{h + Y. bjqj) U nCh + Y bjqj)){qk, e*+fc+i, e*+fe) 
= RCh + YbjQj){(lk)R{h + Ybjqj){e^-+k)- 

On a d'abord R{h + Y bjqj)iqk) = 1 si et seulement si A; > r — 1. 
Ensuite on calcule R{h+Y bjÔ.j){^*+k) = (co+Ci+- ■ ■-\-Ck-i) oii c„ = ^ 
qui est non nul seulement si m < r. On obtient (cq + Ci + • • • + Cfc_i) = 1 
si et seulement si A; — r est impair. 

- Si r impair, k doit être pair et comme on est dans le Cas oii c = 0, 
on doit avoir m — r pair donc m impair. Le nombre de k pairs entre 
r + 1 pair et m — 1 pair, r + l<A;<m — 1, estx = ^^y^. 

- Si r est pair, alors k est impair et m est pair. Le nombre de k 
impairs entre r + 1 impair et m — 1 impair, r + l<A;<m — 1, est 

_ m-r 
X — 2 • 

On en déduit que 

{R{h + YbjQj)^ ^{h + YbjQj)){^e) = 1 si et seulement si £ — * + r + 2i 
pour un i > et donc que x — = | YIT'^ ^■ 

Le calcul de a; a été fait pour les Types Oj. Pour les Types n^, 
T{ô) = Y ^t- P^ï' conséquent ce calcul est valable aussi pour les Types 

• Calcul des coefficients 

On rappelle que (/x^Jo = x^,. et (//^Ja = Pk,. et = Y7=o ^(^ + 
E hjqj){pk,i)R{h + Y bjqj){xk,e)- 
Si bk>0 

• si < k < r — 1, les bk sont pairs. Le terme intervenant dans 
chaque R{h + Y bjQj) est Yt P^^^ précisément 

^^Pt,4{^ ^ ^ I ^t,i = h}. 

t U>1 

Calculons R{h + Y bjqj){xk/)- 

- Si ^ est tel que x^/ = h, ce qui arrive pour bk d'entre eux, alors 

R{h + Y bjqj){xk,e) = 1 et Tfc = Y'e'Li^ ^(^ + E bjqj){Pk,e)- On 
a donc 

rk = Y.7=L,=H «{; > ^ I = h} = Yt\\h - ^) = |. 

La dernière égalité est calculée modulo 2. 

- Si £ est tel Xk,t = qk, alors R{h + Y bjqj){xk,i) = 0. 
On conclut que, si 6^ > et < /c < r — 1, on a rfc = ^. 

• si /c > r, les hk sont impairs, donc les Zk = ak + bk sont 
pairs. La somme intervenant dans chaque Rih + Y^jQj) est 
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^ + Er=r^ Zu + Y.^t- Que i soit tel que Xk,i = h ou Xk/ = Qk, 
on a R{h + E bjQj){^k,e) = 1 d'où 

La dernière égalité est calculée modulo 2. 
Si 6fe < on trouve les mêmes résultats que pour bk > 0, puisque 
devient (mod 2) 

• si A; < r, alors Zk — 1 + bk est impair. Ce qui change est 
l'expression de Vt et ce qui nous intéresse est maintenant 

Y^t En>i PtA^k -u + 1). On a encore 

R{h + E bjqj){xk,e) est égale à 1 si Xk,e = h et k sinon, d'où 

rk= y: i?(u$:M,)(PM)=i;V.-^+i)=|=^- 

£=l,Xk^i=h 1=1 

Les égalités sont calculées modulo 2. 

• si /c > r, alors Zk est pair. On a en plus Zu — qu+ 9u- Comme 

précédemment, que i soit tel que Xk,e — h ou Xk,e — qk, on a 
Rih + Y.bjqj){xk,i) = 1 d'où 

„ , 1 X Zk-2 -bk - 1 èfe + 1 Ofc + 6fc 1 + Gkbk 

Les égalités sont calculées modulo 2. 
Maintenant, on rappelle que dans le Cas 1, on a /3 = [5] = [jik] = Pk- 
Le coefficient de /3 est (E r^) - x = Eo<fe<r-i ^ + ^-'^f^^"'''^ = 

I E«fc&fc = f • 

Remarquons que ces calculs sont valables pour tous les Types. 
• Calcul des coefficients yj 
On rappelle que 

yj = R{h + E bjqj){vj,i)2R{h + E ^'jÇj) (^j,i)o 

-£ji?(^ + E ^'jÇj) {^j,2)2R{h + E ^'jÇj) (i^j,2)o- ' 

Pour tous les Types, on a R{h + E bjqj){i^j,2)o = 0. 
Comme R{h + E ^jÇj)((^j,i)o) = -^(^ + E^jÇj)(^) = 1, on a = 
+ E^jÇj)(^j,i)2- Alors si = 1, yj = R{h + J2bjqj)(tj) = 0, 
tandis que si Ej = —1, yj = R{h + 'Ylibjqj){fj) = 1- 

Conclusion : aU a n'existe que dans le Cas 1. Pour les Types Oi et 
rii, onaaUa = Pour les Types 02 etn2, on a aUa = f /5+Ej>i '/^i- 
Pour le Type n^, on a aU a — f /5 + Ej>i Pour le Type n^, on a 

□ 
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Pour les Types Oi et n2 ceci correspond bien au résultat de [2], [3], 
puisque pour a pair ^ 2 ^ ^st congru mod 2 à a/2. 

7.3. Les cup-produits, pour j9 = 2, U : H^®H'^ — )■ H^. Dans cette 
section, nous utiliserons le procédé suivant. 

1) Pour [^1] un générateur du et [^2] un générateur du iï^, on 
choisit un représentant ^1 et ^2- Soient -R(^i) et -R(^2) les cocycles 
simpliciaux qui sont des sections de T* données dans la section 

2) D'après la formule d'Alexander-Wliitney, si / est un 1-cocycle 
simpliciale, g un 2-cocycle simpliciale et s un 3-simplexe de faces sq = 
{vi,V2,V3), Si = {vo,V2,V3), S2 = {vo,vi,V3) et S3 = {vo,vi,V2) alors 
/ U g{s) = f{vo,vi)g{so), et on trouve {vo,vi) en prenant la dernière 
arête de S2 ou S3, i.e. {vo,vi) = (52)2 = (■53)2- 

3) Quand la combinaison C des 3-simplexes telle que Ui?(^2) = 
C a été trouvée, on obtient finalement [^1] U [^2] = [T*C]. 

Théorème 21. Pour p = 2, les seuls cup-produits U : H^®H^ 
sont : 

• Dans les trois Cas 

• OiL) cpj, 

- Pour les Types Oi, les 9i U ^pj non nuls sont : 

si j est impair é'j+i U ipj = 7, si j est pair 9j^i U ipj = 7. 

- Pour les Types n^, on a 6j U ipj = 'j et sinon. 
Avec en plus, 

• dans le Cas 1 

- Pour les Types Oi et Ui, aU (fj = 0, 

- Pour les Types 02 et n2, aU (fj = 7, 

- Pour le Type n^, aU ipj = 'y si j ^ 1 et sinon, 

- Pour le Type n^, a U ipj = ■y si j 1,2 et sinon, 

• diUf3, 

- Pour tous les Types, 9iU f3 = 0, 

• cxU (3, 

- Pour tous les Types, aU /3 = 7, 

• dans le Cas 3 

• «fc U (fj, 

- Pour tous les Types, a^U ipj = 0, 

• «fc U /3k, 

- Pour tous les Types, U = 7 et sinon, 

• OiU f3k, 

- Pour tous les Types, 9iU (3k = 0. 

Proof. Calcul de 0i U ipj 

Ce cup-produit intervient pour tous les Types, dans les trois Cas. 
9i = [ti] pour l < i < g' et ipj = [ûj] pour 1 < j < g'. 
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Le relevé de tpj contient ùj^i. Les seuls 3-simplexes s dont la face 
So est Oj^i sont uniquement s — Nj^i ou s = iVj j^. Pour les différents 
Types, les découpages simpliciaux de Nj^i et Nj^^ sont différents. 
Le relevé de 6i est 

R{ii) = k + /i + ê£ + Sf + ê£_i + Sf_-^, 

- si i est impair , £ = 2i ce qui donne ici £ = 2 modulo 4, 

- si i est pair i — 2i — 1 ce qui donne ici ^ = 3 modulo 4. 

Type Oi, Ej — 1, on trouve, en comparant les valeurs modulo 4 et 
les parités : 

• pour j impair, (iV,- 1)3 = T^j_^ et (iVj^Ja = T^j, 

- comme 2j— 2 = modulo 4, on a ((Ar,-,i)3)2 = (T'2~_2)2 = '5'2^-2' 

— si i est impair, 2i et 2i — 1 ne sont pas égaux modulo 4 à 
2j-2, onai?(Î0((7V,-i)3)2 = 0, 

— si i est pair, 2ï — 1 et 2z — 2 ne sont pas égaux modulo 4 à 
2j-2, on a iî(î,)((iV,- 1)3)2 = 0, 

- comme 2j = 2 modulo 4, on a ((iVj i)3)2 = (^2^)2 = 'S'2^+1, 

— si i est impair, comme 2j + 1 et 2i ne sont pas de la même 
parité, on a i?(fi)((A^j 1)3)2 = 0, 

— si i est pair et z = j + 1 alors R{tj-^i){{Nj 1)3)2 — 1, 

• pour j pair, (iVj,i)3 = T2^_3 (iVj,i)3 = T^j-i, 

- comme 2j— 3 = 1 modulo 4, on a ((iVj^i)3)2 = (Î2Ï-3)2 = "^-ïj-zi 

— si i est impair et i = j — 1, on a R{ij_i){{Nj ^1)^)2 = 1, 

— si i est pair, 2i — 1 et 2i — 2 ne sont pas égaux modulo 4 à 
2j-3, on a i?(îi)((Ar^- 1)3)2 = 0, 

- comme 2j = 2 modulo 4, on a ((iVj ^3)2 = (72^-1)2 = '5'25! 

— si i est impair, 2i et 2i — 1 ne sont pas égaux modulo 4 à 
2j, onaiî(t;)((iVj_i)3)2 = 0, 

— si i est pair, comme 2j et 2i — 1 ne sont pas de la même 
parité, on a i?(îi)((A^i,i)3)2 = 0. 

De plus on a T*[Nj^i] = T^[N^^i\ = e, d'où la conclusion : 
Conclusion : Dans tous les Cas, pour le Type oi, les seuls 9i U ^pj non 
nuls sont : 

- si j est impair 9j+i U ipj = 7, 

- si j est pair Oj^iU (pj — ^. 

Type 02, Ej — —1, on trouve 

• pour j impair, (A^j,i)2 = T2j_2 et (iVj,i)2 = T^j, 

- comme 2j — 2 est égale à modulo 4, on a ((A^j,i)3)2 = 

(^2^-2)2 = ^2j-2^ 

- comme 2j est égale à 2 modulo 4, on a ((-/Vj i)3)2 = (T2^)2 = 

'-'2j+l) 

• pour j pair, (TV,- 1)2 = T}^_3 et {N'.^^)2 = T2-_i, 

- comme 2j — 3 est égale à 1 modulo 4, on a {{Nj^i)2)2 — 



L'ANNEAU DE COHOMOLOGIE À COEFFICIENTS DANS Zp 37 

(^2^-3)2 = " comme 2j — 1 est égale à 3 modulo 4, on a 

Peu importe qu'on applique R{ti) à un ou à un S~^, on obtient 
les mêmes conditions sur les indices que pour le Type Oi. On a encore 
= ~ ^' '^''^^ même conclusion que pour le Type oi : 

Conclusion : Dans tous les Cas, pour le Type 02, les seuls 9i U ^pj non 

nuls sont : 

- si j est impair 9j^i U ipj = 7, 

- si j est pair 6'j_i U i^j = 7. 

Type ni, Sj = 1, pour tous j, on a (A^^- 1)3 = T-_2 et (A^j,i)3 = T'^^. 
Comme plus haut, en comparant les valeurs modulo 4 et les parités, on 
trouve : 

• pour j impair, 

— pour i impair, on a R(ti){{Nj^i)s)2 = 0, 

- pour i pair, on a -R(ti)((iV,,i)3)2 = 0, 

- ((^.',1)3)2 = ^"^-1)2 = s^,_„ 

— pour i impair et i = j, on a -R(tj)((-/Vj 1)3)2 = 1, 

- pour i pair, on a i?(£j)((A/"j 1)3)2 = 0, 

• pour j pair, 

- ((iV,,03)2 = {T,-,_,)2 = 52^-1, 

— pour i impair, on a i?(tî)((iVj_i)3)2 = 0, 

- pour i pair, on a R{ti){{Nj^i)3)2 = 0, 

- ((^,'1)3)2 = (^2^-1)2 = s^^, 

— pour i impair et i = j, on a -R(^j)((-^j 1)3)2 — 0, 

- pour i pair, on a i?(ti)((A/"j 1)3)2 = 1. 

Conclusion : Dans les trois Cas, pour les Types ni, on a 9j \J(pj — ^ et 
sinon. 

Type 712, £j = -1 pour tous j, on a ((iVj-,i)2)2 = (^'2^-2)2 = S2j_2 
et {{Nj-j)2) — (î^2^_i)2 = ^2j-i- Comme pour le Type ni, en com- 
parant les valeurs modulo 4 et les parités, on trouve la même conclusion 
puisque le signe ± de l'arête S"^ ne change rien au calcul. 
Conclusion : Dans les trois Cas, pour les Types n2, 9j U ipj = j et 
sinon. 



Type ns, n^ en utilisant les résultats précédents pour Sj = 1 et 
£j = — 1, on a la conclusion : 

Conclusion : Dans les trois Cas, pour les Types n^ et n^, on a 9j[J(pj — 7 
et sinon. 
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Calcul de a U ipj 

Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans 
le Cas 1. 

a=[h + Y. bkQk] et (fij = [ùj]. 

D'après l'étude précédente, on sait déjà que le relevé de ipj contient 
ùj^i. Les seuls 3-simplexes s dont la face sq est ûj^i sont uniquement 
s — Nj^i ou s = A^j i- On sait aussi que les arêtes («3)2 ou («2)2 sont 
avec 1 <u < g'. 

Dans le relevé de a n'interviennent que S^. L'étude précédente mène 
à la conclusion : 

Conclusion : Losque ej — 1, aUipj — et lorsque Sj — —1, a U </?j = 7. 
Calcul de (Xk U (fj 

Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans 
le Cas 3. 

«fc = [Çfc - Ço], l<k<n-let(pj = [%], l<j< 2g. 
On sait déjà que R{ùj){so) est non nul pour s = Nj^i et s = Nj^. On 
sait aussi que les arêtes (53)2 ou 552)2 sont avec l < u < g'. Ces 
arêtes n'interviennent pas dans le relevé de ak. On a donc la conclusion: 
Conclusion : Pour tous les Types, dans le Cas 3, a^iJ (fij — 0. 

Calcul dediUP 

Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans 
le Cas 1. 

On a = [ti] et P= [ô]. 

On cherche un 3-simplexe s tel que R{ô){sq) ^ sachant que R{ô) = 
Sq + Tq + Fq. Le seul possible 3-simplexe est s = Dq pour lequel 
(«3)2 = (-E'o')2 ~ -A^- Comme l'arête n'intervient pas dans le relevé 
de 9i, on a: 

Conclusion : Dans le Cas 1, pour tous les Types, on a 9i Li (3 — 0. 
Calcul de a U /3 

Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans 
le Cas 1. 

Maintenant, pour tous les Types, dans le relevé de a, il y a l'arête 
A'^. Comme T^{D'^) = e, on a la conclusion: 

Conclusion : Dans le Cas 1, pour tous les Types, on a toujours a\J/3 — 
7- 

Calcul de ai U f3k 
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Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans 
le Cas 3. 

Le relevé de est R{fik) = fik,i + + Gk- Y.i<e<zk-Wk+i 
seul 3-simplexe s tel que /?(/},/,.) (sq) = 1 est s = M^-^. On a S3 = P^^ 
et (-P^i)2 = C^- Dans le relevé de apparaît seulement (via Zj) C/. 

On vérifie que T^{M^^) = (^^ et on a 7 = [C,k\. 
Conclusion : Dans le Cas 3, pour tous les Types, ak Li (3k = ■y et 
sinon. 



Calcul de Oi U f3k 

Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans 
le Cas 3. 

Le relevé de (3k est R{fik) = + + Gk- Y.i<t<zk-wk+x Pk,e- Le 
seul 3-simplexe s tel que iî(/}.fc)(so) = 1 est s = M^^^. On a S3 = P^^ 

(-^^^1)2 = G^- Le relevé de 9i appliqué à (53)2 est nul. 
Conclusion : Dans le Cas 3, pour tous les Types, 9i\J (3k — 0. □ 

8. Calcul des cup-produits pour p> 2 

Ce calcul est à la fois plus compliqué (1 et —1 ne sont plus égaux, 
et les générateurs diffèrent selon les Types) et plus simple (la plupart 
des cup-produits seront nuls). 

8.1. Les cup-produits, pour p > 2, U : H^®H^ — > H'^. On utilise 
la même méthode des coefficients en calculant maintenant modulo p. 

Théorème 22. Pour p > 2, 

• Dans le Cas 1, les seuls cup-produits U : H^<S)H^ — >■ H'^ sont 

- Pour les Types Oi, les cup-produits 9i U 9j sont nuls sauf 

^2î-l U 92i = (3, 

- Pour les Types rii, les cup-produits 9i U 9j sont nuls, 

- Pour le Type Oi, on a 9j U a — (pj, 

- Pour le Type ni, on a 9j Li a — (fij,j > 1, 

• a U a, 

- Pour les Types oi et ni, les cup-produits aU a sont nuls. 



• Dans le Cas 2, les seuls cup-produits U : H^®H^ — >■ H'^ sont 
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• 6>i U dj, 

- Pour le Type 02, on a 621-1 U 621 — ^, 

- Pour tous les autres Types, 6i U 9j — 0, 

• OiVJ 0j 

- Pour le Type ni, on a 9j U a = ipj,j > 1, 

• Dans le Cas 3, les seuls cup-produits U : H^<S)H^ — >■ H'^ sont 

• 6>i U Oj, 

- Pour tous les Types, on a 9iLi 9j — 0, 

• 6j U ctk, 

- Pour tous les Types, on a 9j U = 0, 

• ttfe U oci, 

- Pour tous les Types , on a ctfe U ccj = sont nuls, 

Proof. Calcul de Oi U dj 

- Dans le Cas 1 
Type 01,02, 9j = [tj], 

• Comme les relevés sont les mêmes que pour p — 2, les coefficients 
et sont encore nuls. 

• Il y a seulement à calculer x mais en prenant garde aux signes dans 

m-. 

TiS) = J2ï=o (^4i + ^41+1 - Sii+2 - + Ylj^^ Se donne alors a: = 1 
si i impair et j = z + 1, mais x — —1 si i pair et j — i — 1. 
Conclusion : Dans le Cas 1, pour les Types 01,02, les cup-produits 
9i U 9j sont nuls sauf 6*2^-1 U 92k = > 0. 

Type Ui, 9j = [tj - ti]. 
On a Ritj - h) = t, + J) (îi + /i) - E (S^ + êe) . 

• Les coefficients r^ et yi sont encore nuls. 

• On ne calcule pas x car /3 n'est pas un générateur du H"^. 
Conclusion : Dans le Cas 1, pour les Types ni, les cup-produits 9i U 9j 
sont tous nuls. 

- Dans le Cas 2 

Type oi, 9j = [tj]. 

• Comme les relevés sont les mêmes que pour p = 2, les coefficients 
et yi sont encore nuls. 

• On ne calcule pas x car (3 n'est pas un générateur du H^. 
Conclusion : Dans le Cas 2, pour les Types oi, les cup-produits 9i U 9j 
sont tous nuls. 

Type 02, 9j = [tj]. 

• Comme les relevés sont les mêmes que pour p — 2, les coefficients 
et ye sont encore nuls. 
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• Il y a seulement à calculer x mais en prenant garde aux signes dans 
T((5), comme dans le Cas 1 pour les Types Oj. 

Conclusion : Dans le Cas 2, pour les Types 02, les cup-produits 9i U 9j 
sont nuls sauf 6*2^-1 Li92k — > 0. 

Type Tii. La situation est la même que dans le Cas 1. 
Conclusion : Dans le Cas 2, pour les Types rii, les cup-produits 9i U 9j 
sont tous nuls. 

- Dans le Cas 3 
Type Oi,ni 

• Comme les relevés sont les mêmes que pour p — 2, les coefficients 

et ye sont encore nuls. 

• On ne calcule pas x car (3 n'est pas un générateur du H"^. 
Conclusion : Dans le Cas 3, pour les Types Oi,ni, les cup-produits 
9i U 9j sont tous nuls. 

Calcul de 6j U a 

Ce cup-produit n'intervient que dans le Cas 1 pour le Type Oi et 
dans les Cas 1 et 2 pour le Type ni . 

- Dans le Cas 1 

Type oi, 9j = [tj] et a^[h-Y^ hak^Qk]- 

• Calcul du coefficient x. 

Dans T{ô), l'indice des simplexes ôu varie de à Ag+m. Pour u < 4:g—l, 
le simplexe ôu est 5„ = {t.,e.,e.) et R{h — J^^k^k^Qk) le relevé de a 
appliqué à (5„)o = t, est nul. Lorsque u > Ag, le simplexe 5^ est 

- (q., e., e.) et R{tj) le relevé de 9j appliqué à {Su)2 — e. est nul. Le 
coefficient x est nul. 

• Calcul du coefficient yj. 

Pour le Type Oi, on a T(z/j) = uj^i + z/j^2, puisque tous les ej = 1 et 
— (h, fj, tj), z/j 2 = (tj, fj, h). On voit que seulement 

RCh-J2bka^%)ii^j,i)o) = l,iî(t,)(Ki)2) = 1. 

Conclusion. Les cup-produits 9.j U a sont nuls sauf pour le Type oi, 
dans le Cas 1 et alors 9j\Ja = (pj . 

Type ni, 9j = [tj - ti] et a=[h-Yl bua^^qk]. 
Dans le relevé de 9j intervient ti + /i mais ce terme ne donne pas de 
contribution car il suffit de calculer yj pour j > l puisque ipi n'est pas 
un générateur de H^. Alors la conclusion est la même que pour le Type 
oi avec une restriction sur l'indice j. 

Conclusion. Dans les Cas 1, pour le Type rii, 9j U a — (pj,j > 1. 
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-Dans le Cas 2 
Type ni, 6^ = [tj - ti] et a=[h-Yl bka^'^qk]. 
La conclusion est la même que dans le Cas 1. 
Conclusion. Dans les Cas 2, pour le Type ni, 9j Li a — (fj, j > 1. 



Calcul de a U a 

Ce cup-produit n'intervient que dans le Cas 1 pour le Type oi et 
dans les Cas 1 et 2 pour le Type ni. 

- Dans le Cas 1 
Type oi, [h-J^bka-^^qk]. 

Le relevé de a est R{h-^ hkO^^qk) = ^ + /j + ^fe + + "S"/ - 
E h^k^Zk - E ^fc - ^[co(ê*+i + Sf^i) + (co + Ci)(ê*+2 + -S^+a) + ■ ■ ■ + 
(co + . . . + 

• Calcul du coefficient x. 

Comme R{h — '^bka^^qk){tj) = 0, on a 

X ^^R{h -^hka'^^qk){e^+k)R{h -^bka^^qk){qk)- 

• Calcul des coefficients r^. 



• Si bk > 0, 

Tfe = Z) - Yl bkal^qk) {pk,i)R{h - Y, bkO^'^qk) {xk,i) 

= Zl2;fe.,=qfc(-^feM)[(^fc/«fc)tl{^ > ^ I Xk,i = qk} - tl{^ > ^ I Xk,i = h}] 

+ ErEfe.,=A[(^fe/«fc)tt{^ > ^ I Xk,i = qk} -^{i>i\ Xk,i = h} 

avec Si — bk si x^^i = q^. et Sj = —a^ si x^^i = h. Cet entier 
J2i>e-'^iSi est égal à : J2i>eSiSe = i[E(s|) - (E «^)^] = + 

donc ri. = —hi^à+Èû^ 

• Si 6fc < 0, 

Tjt = R{h -Y,bkak^qk){qk)a{Pk,i) - R{h - Y^bk^k^ qk{Pk,z+ 
. . . + Pk,i)R{h - E bktt^^qk) (h) 

= -E.>2«(pm) = -E.>2(^/^-^ + i) = -^^^%^, 

or = 1 — 6fc et Cfe = 1 d'oii 

_ _ ^fe(°fc+^fc) ^ comme dans le cas bk > 0. 

• Calcul des coefficients ye. 
On a 
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Il reste donc aU a = [xô + ^ Vkfik] = -^['^], avec 

Comme c est divisible par p > 2, N est congru mod p à 0. 
Conclusion : Dans le Cas 1, pour le Type Oi, a\J a — 0. 

Type m, o; = [f ti] + h - bta'^qk]. 
Le relevé de a est R{h - ^ hkO^^qk) = h + Y^ fj + Y^gk + + Yl,Si - 
Y^hak^Zk-Y^k-l [co (ê*+i + S'f^^i) + (co + Cl) (ê*+2 + S%2) + . . . + (cq + 
. . . + c^-i)(ê,+„ + Sf^J] + fa ((ti + A) - {Sf + êi) - 2(4± + êo)) . 
Comme p divise c, le nouveau dernier facteur n'intervient pas dans le 
calcul des coefficients. De plus pour ce Type, on a [5] = 0. 
Conclusion : Dans le Cas 1, pour le Type ni, a\J a — 0. 

- Dans le Cas 2 

Pour le Type ni, la situation est la même que dans le Cas 1. 
Conclusion : Dans le Cas 2, pour le Type ni, aU a = 0. 



Calcul de Gj U aj. 

- Ce cup-produit n'existe que dans le Cas 3. 
Dans ce Cas, pour tous les Types, les coefficients rk et ye sont nuls pour 
les mêmes raisons que plus haut et (3 n'est pas un générateur du H'^ 

donc il n'y a pas de coefficient x. 

Conclusion : Pour les Types, les cup-produits 9j U ak n'existent que 
dans le Cas 3 et ils sont tous nuls. 



Calcul de ctf. U ccj 

Ce cup-produit intervient dans le Cas 3 pour tous les Types. Le 

déroulement de la preuve est la même que pour p = 2. Il faut main- 
tenant tenir compte des signes ± et les divisibilités par p. 

Type Oj Le générateur ak est alors ak = [qk — Ço] pour 1 < k < n — 1. 
Nous devons calculer les coefficients et y^. 

• Calcul des coefficients re = J^w^i^k ~ Qo)iN,w)2Riqj - qo)ilJ'e,w)o, 

avec {i2i^y,)o = xe^^ et (/Xf,^)2 = Pe,w 

1) Dans R{qj — %) interviennent Zj et —Zq et dans Z^, on voit (ju — 

^s>lPnJ{t > S I Xu,t = Qu}- 

-Si u = j, R{qj - qo){lJ'e,w)o = R{qj - qo){x£,w) = sauf si £ ^ j et 
ceci pour tous les Oj indices w tels que Xj^^ — qj. Dans ces situations 
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RiÛj - ^o)(/^j>)o = 1- 

- Si rt = 0, R{qj — ço)(a*^,«))o ~ sauf si £ = et ceci pour tous les Oq 
indices w tels que a;o,«, = qo- Dans ces situations R{qj—qo)ifJ'0,w)o — ~1- 
2) R{qk - %){^t,w)2 = R{qk - qo)iPe,w) = sauf si 

i) i — j = k et pour tous les w tels que Xk^w = qk- Dans ces situations 
on a R{qk - qo){pk,w) = -tl{^ > I = ; 

ii) ^ = et pour tous les w tels que xo,w — Qo- Dans ces situations on 

a R{qk - go)(j5o,«>) = -tl{^ > ^ I a;o,t = qo}- 
Si k = j, nous avons obtenu 

Tk^- XI R{qk-qo){iJ^k,w)2 = - ^ {ak-w) = — ^-^ . 

W>1 

•^k,w — qk 

Comme p \ a^, tous les sont nuls. (Remarquons que ceci n'est pas 
vrai quand p = 2.) 

• Calcul des coefficients 

Ui = R{qk-qo){j^iA)2R{qj-qo){i^i^)o-eiR{qk-qo){i^i,2)2R{qj-qo){^^^^^ 
Nous avons 

(«^^,1)2 = tisi€i = l et {ui^i)2 = fi si £j = -1 ; 
(i^i,i)o = (i^i,2)2 = h; (7/^,2)0 = ^i- 

Aucun de ces éléments n'intervient dans R{qu — qo)- On a donc que 
pour tout i, Hi — 0. 

- Il reste à remarquer que les calculs précédents sont valables pour 
les Types oi et 02- 

Conclusion. Pour les Types Oi, tous les cup-produits au U aj sont nuls. 
Pour les Types rii. Maintenant le générateur est a — [qk — ^tg]. 

• Calcul des Vk La différence avec le paragraphe précédent est que le 
terme Zq n'intervient pas. Les calculs des restent les mêmes et les 
rk sont nuls puisque p \ ak- 

•Dans les R{qk — il y a maintenant ^tg mais R{qj — |tg)(z^î,i)o = 

R-iqj - = et R{qk - |4)(^î,i)2 = R{qk - ltg){h) = 0. Ici aussi 

tous les Hi sont nuls. 

Conclusion. Pour les Types rii, tous les cup-produits akUcuj sont nuls. 

□ 

8.2. Les cup-produits, pour p > 2, U : H^®H'^ — )■ H^. Il suffit de 
considérer les Types Oi et n2, car dans le cas non orientable, le à 
coefficients dans un anneau A vaut A/2 A donc il est nul si A = Z/pZ. 

On rappelle que si / est un 1-cocycle et g un 2-cocycle, et s un 3- 
simplexe de faces sq = (^1,^2,^3), si = ivo,V2,V3), S2 = {vo,vi,V3) et 
S3 = {vo,Vi,V2) alors f U g{s) = f{vo,Vi)g{so), et on trouve {vo,Vi) en 
prenant la dernière arête de S2 ou S3, i.e. {vo,vi) = («2)2 = (-53)2- 

Mais aussi, si g est un 2-cocycle, / un 1-cocycle et s = {sq, si, S2, «s) 
un 3-simplexe de faces Sq = (î;!, ■^2, i^a), «2 = (vq, V2, Vs) et S3 = (■^o, 'î^i, '^^2), 
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OÙ les Vi sont les sommets, alors g U /(s) = â'(s3)/(u2, V3). On trouve 
(^2,^3) en prenant la première arête de Si ou de Sq, i.e. (^2,^3) — 
(si)o = ("So)o- 

Dans ces dimensions de cocycles, on a / U = {—ly^^g Li f — gU f. 

Théorème 23. Pour p > 2, les seuls cup-produits U : H^®H'^ — >■ 
sont : 

• Dans les trois Cas 

• OiU ifj, 

- Pour le Type oi, on a pour j impair é'j+i U tpj = —7 et pour j 
pair 9j-i U (pj — 7, 

- Pour le Type 712, on a 9j U (fj = 7, et sinon. 

Avec en plus 

• dans le Cas 1, pour tous les Types 

• - on a U /3 = 0. 

o: U 13. 

- on a aU /3 = J. 

• a U (fj, 

- on a aU (pj — 0. 

• dans le Cas 3 

• ai U f3k, 

- Pour les Types oi et n2, on a aiU (3k = sauf sii — k et dans 
cette situation on a Pk — b^^l- 

• ttfc U ipj, 

- Pour le Type oi, on a akl^ (fij — 0. 

• ttfe U (fj, 

- Pour le Type n^, pour tous indices k, on a (fig — 

Proof. Calcul de Oi U cpj 

Ces cup-produits interviennent dans les trois Cas. 

Type oi,0i^ [û], l<i<2get = [%], 1 < j < 2g. 
Comme pour p = 2, on trouve R(ti) U -R(%) = sauf 

- si j est impair, R(tj^i) U R{C'j) = N'-2 

- si i est pair R(tj-i) U = Nj^2- 

Pour p > 2, on a 

- pour j impair, T^{N'-2) = — e d'oii 9j^i U iÇj = —7 

- pour j pair, Î'*(-/V"j_i 2) = e d'oii 9j-i U ipj = 7. 
Conclusion : Dans les trois Cas, pour le Type oi , on a 

- pour j impair 9j+i U (fj — —7 

- pour j pair 9j-i U (pj — 7. 
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Type 

On a, 9i — [ti — ti\,i > 1, et (pj = [î'j],j > 1. Pour le Type ^2, tous les 
Ej sont égaux à —1. Le relevé de 9i n'est plus le même que pour p — 2, 
mais on a encore R{ti — ti) U -R(^'j) = sauf si i = j. De plus on a 
T^{Nj^2) = ^) d'où la conclusion : 

Conclusion : Dans les trois Cas, pour le Type n2, on a 9j U ipj = j, et 
sinon. 



Calcul de diU (3, cxU (3, aU cpj 

Ces cup-produits n'interviennent que pour le Type oi dans le Cas 1. 
La preuve est exactement la même que pour p — 2, d'oià la conclusion 
Conclusion : On a toujours 9iLlf3 — 0, aLlf3 — j,a[J(fj — 0. 

Calcul de U /3fe 

Ces cup-produits n'interviennent que dans le Cas 3. Les calculs 

suivants ne dépendent pas des Types. 

Comme pour p = 2, le seul 3-simplexe s tel que R{flk){so) = 1 est 
s — ^^kv ^sz — P^i et {Pki)2 = C^. Dans le relevé de ai apparaît 
seulement (via Zk) C^, affecté du coefficient —Vk, si i — k. 

Du fait que que a^u^ — h^v^ = 1 et que p divise a^, on —v^ — b'j^^ 
dans Zp. On vérifie que T^{M^^) = (^^ et on a 7 = [C,k\- 
Conclusion : Dans le Cas 3, pour les Types oi et n2, ai U (3k = sauf 
si i — k et dans cette situation on a akU Pk = ^7. 

Calcul de U (fij 

Ces cup-produits n'interviennent que dans le Cas 3. 

Type oi, ak = [qk - Qo], l < k < m et (pj = [ùj], l<j< 2g. 

La preuve est exactement la même que pour p = 2, d'oii la conclusion 
Conclusion : Dans le Cas 3, pour le Type oi, tous les cup-produits 
ak U ipj sont nuls. 

Type n2, ak = [qk - < A; < m et (pj = [%], 1 < j < g. 
Comme pour p = 2, les seuls 3-simplexes s tels que R{ùj)sQ 7^ 
sont s = Nj^i et s = Nj ^ car on a (A^ji)o = (^7,1)0 = On a 

((A^,m)3)2 = {F2,-2h = S2J-2 et ((iVj,,)3)2 = (i^2,-l)2 = S+^l- ' 

- Le relevé de ak est maintenant 

RiÛk - Itg) = Zk - Y.e=o{è2g+e + S2g+e) - U^2g-i + Sig_i). Par 
conséquent, on obtient 

R{qk - i4)((iV,,i)3)2 = 0, R{qk - |t;)((iV;i))3)2 = -i lorsque j = g 
d'où R{qk - \ig) U R{ùj) = -^T\N'g^^). Comme T*(iV^ J = e, on a la 
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conclusion. 

Conclusion : Dans le Cas 3, pour le Type n2, pour tous indices k, on a 

□ 

Remarque 24. Les quelques différences de signe avec les résultats 
obtenus précédemment ( voir par exemple s'expliquent par le fait 
que les générateurs notés a sont de signe opposé. De plus les f3k qui 
apparaissent naturellement ici sont des multiplies des générateurs notés 
bk dans [4], ce qui modifiera certains produits par ces facteurs. Pourn2 
nous avons choisi (pour éviter de distinguer inutilement les cas n = 
et n > 0) des générateurs du différents, mais ces perturbations sont 
tuées dans les produits. 
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Figure 1. Décomposition cellulaire, Type oi 
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Figure 2. Décomposition cellulaire, Type 02 
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Figure 3. Décomposition cellulaire. Type rii 
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ti t2 ti t2 

Figure 6. Décomposition simpliciale de ui, Type oi 
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Figure 8. Décomposition simpliciale de —Vj quand 
Ej = 1 et quand Sj = —1 
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Figure 9. Décomposition simpliciale de S, Type Oj 




Figure 10. Décomposition simpliciale de S, Type rii 
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Figure 12. Décomposition simpliciale de //fe pour bk = 
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Les figures suivantes sont des projections des décompositions simpli- 
ciales de chacun des 3-simplexes. Les sommets sont de points carrés. 
Ils représentent la projection d'une arête. Ci-dessous, nous donnons en 
exemple le codage des points carrés sur le 3-simplexe Dq. 




Figure 13. Codage des points carrés sur le 3-simplexe D^ 



A+ 




Figure 14. Parties communes des décompositions sim- 
pliciales de e pour tous les Types 
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Les quatre figures suivantes sont les détails de la partie centrale de 
la figure ci-dessus, pour le début de la longue relation. 



^1,2 / 
Fj/Hi 




Vi,2 






/ ^2,1 







Figure 15. Partie centrale pour la décomposition sim- 
pliciale de e pour le Type oi 




Figure 17. Partie centrale pour la décomposition sim- 
pliciale de e pour les Types rii 
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Figure 19. Décomposition simplicialc de Çk pour 6^ < 




Figure 20. Décomposition simpliciale de (k pour 6^ = 
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